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PREFAZIONE. 



Una delle più elegianti teorie della moderna 
Analisi Matematica è quella dei gruppi continui di 
trasformazioni^ dovuta al genio di Sophus Lib, e 
che è importante non solo in sé, ma per le sue 
applicazioni a numerose altre parti dell'Analisi 
e della Geometria, fra le quali porta inaspettata- 
mente una luce nuova, e fa intravedere legami e 
nessi non apparsi prima. 

Questa teoria, pur di data così recente, si è an* 
data meravigliosamente e rapidamente sviluppando 
e ha preso presto un cotal posto fra le sue con- 
sorelle, che oggidì un qualunque giovine che per- 
corra gli studii di matematiche superiori, non può 
più non conoscerla, almeno nei suoi fondamenti 
e principii. 

Senonchè i numerosi volumi che il Lie, in- 
sieme ai suoi discepoli, pubblicò su essa, rappre* 
sentano una miniera troppo vasta perchè un prin- 
cipiante, nei suoi primi studii, possa in essa fa* 
cilmente orientarsi, ed è perciò che a molti è 
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sempre sembrato desiderabile un libro che^ senza 
venir meno al rigore e alla generalità^ contenga 
in poco volume tutto ciò che forma le basi di questa 
elevata parte delle Matematiche pure. 

Sono naturalmente ben lontano dal credere che 
V opera che oggi presento al pubblico matematico 
soddisfi interamente questo desiderio spesse volte 
manifestato da varie parti ; essa è da considerarsi 
piuttosto come un tentativo^ e sarò ben lieto se una 
penna più dotta della mia vorrà contentare gli 
studiosi meglio di quel che io abbia saputo fare. 

Questo volume^ che ha avuto origine dal corso 
di Analisi * Superiore che tenni all' Università di 
Pavia nell'anno 1900-01^ contiene solo una parte 
di quel corso^ avendo creduto conveniente^ per va- 
rie ragioni^ di limitarlo alla sola parte generale 
della teoria dei gruppi^ e di tralasciare per ora 
quanto si riferisce ai gruppi speciali e^ in partico- 
lar modo, a quelli delle trasformazioni di con- 
tatto^ argomenti già di per sé considerevoli e che 
potranno largamente dar materia adi wn secondo 
volume. 

Avendo io poi^ nelV ultimo anno^ condotto a ter- 
mine qualche ricerca riguardante specialmente le 
dimostrazioni dei teoremi fondamentali^ detti di 
LiE, ricerca di cui V occasione mi venne proprio 
ddlV occuparmi della stampa di questo volume^ 
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non ho creduto pertanto inutile riprodurre nel testo^ 
e in alcune note messe in fine^ qualcuna delle consi- 
derazioni che sono andato a questo proposito svol- 
gendo. 

E dedicando ora il mio lavoro ai giovani stu- 
diosi^ esprimo V augurio che esso possa contribuire^ 
sia anche in minima parte^ al progresso dei loro 
studii. * 

Milano, settembre, 1902. 

Ebnesto Pascal. 



* Sento r obbligo di ringraziare pubblicamente il di- 
stinto mio discepolo Dott. Attilio Ceefas per Painto pre- 
statomi durante la preparazione del manoscritto. 
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CAPITOLO PRIMO. 
Teoria generale dei gruppi di trasformazioni, 



§ 1. — Pkeliminabi. Concetto di traspobma- 
ziONB. Parametri della trasformazione 
e condizioni peflohè essi sieno essenziali. 
Esempi. 

Sieno n variabili x\.. . x'n date come funzioni 
di altre n variabili Xi. . ,Xn: 

xU =fi{x.,.Xn)^ (i = 1, 2, . . . n) 

e le funzioni f sieno risolubili rispetto alle x\ si 
dice che queste equazioni determinano una tra^ 
sformazione fra le variabili x ed x\ 

Si intende che le funzioni f sieno delle funzioni 
analitiche, monodrome, definite per tutto un certo 
campo (x) di variabilità reale o complessa, delle 
^1 . . . Xn , il qual campo potrebbe, in particolare^ 
essere anche il campo totale costituito da tutti ì 
possibili valori reali o complessi delle suddette 
variabili. 

Ammettiamo che le formolo assegnate sieno 
tali che per due diversi sistemi di valori delle 

Pascal. 1 
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a?, si abbiano sempre due diversi sistemi di valori 
delle x\ 

Ammettiamo inoltre cTie le funzioni f sieno re- 
golari nell'intorno di ciascun punto x^i a;^2 • • • ^^'* 
del campo in cui sono definite, cioè a dire che esse 
in queir intorno sieno sviluppabili in serie di po- 
tenze intere, positive delle differenze: 

*J^\ wj , tAy2 ~~~ ^2 ? * • • 

Avendo ammesso che le f sieno funzioni risolu- 
bili rispetto alle x, fra le quali naturalmente non 
ammettiamo sussistere alcuna relazione, ne viene 
che il determinante funzionale di esse rispetto alle 
X deve avere un valore finito diverso da zero nel 
campo di variabilità delle x stesse, e allora esi- 
sterà un campo di variabilità delle x\ nel quale 
le X possono considerarsi funzioni delle x\ e tali 
che il loro determinante funzionale sia anche di- 
verso da zero. 

La trasformazione data dalle formolo che rap- 
presentano le suddette funzioni inverse, cioè dalle 
formolo che danno le x espresse mediante le x\ 
si dice trasformazione inversa della data. 

Due serie di variabili: 

X\ . . . Xn 

Vi ' ' ' yn 

le quali devono essere assoggettate alla medesima 
trasformazione, si sogliono chiamare variabili con- 
predienti. 
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Supponiamo data una trasformazione: 

S) xU = fi{x)'', (é=l, 2,...w) 

e pensiamola operata su di una certa funzione 
delle a?, la quale, mediante essa, diventerà una fun- 
zione delle 0?'; immaginiamo ora che su queste 
nuove variabili così introdotte si operi una nuova 
trasformazione : 

la quale faccia passare dalle x' ad n altre varia- 
bili X*' \ la supposta funzione sarà ridotta a con- 
tenere le a?"; ora si domanda: con quale trasfor- 
mazione fra le x e le x'^ si sarebbe ottenuto il 
medesimo risultato? Evidentemente per trovare 
tale trasformazione basterà eliminare le x^ fra le 
precedenti formolo, e si troverà così: 

^"•- = ?» [A {^\ f% (^), . . . A (aj)] = '\i {X). 

Naturalmente per potere eseguire gli indicati 
calcoli, bisognerà fare delle ipotesi sui campi di 
variabilità delle x e delle a;'; bisognerà cioè sup- 
porre che le x^ che compaiono in 5, possano avere 
gli stessi valori che le a?' che compaiono in B\ o 
in altri termini, che le x^ debbano poter essere 
prese nel campo (a?). Ammetteremo quindi che nel 
campo (^0, si possa assumere un altro campo ((ar)) 



* Per brevità di scrittara scriver^o^o spesso fi \oo) in luogo 
di fi {xi a?j , . . xn)^ 
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tale che per ogni sistema di x prese in esso, le x^ 
cadano nel campo {x). 

Le precedenti formolo rappresentano dunque 
quella trasformazione fra le a: e le x^\ che pro- 
duce lo stesso effetto dell'applicazione successiva 
delle due trasformazioni Se poi S'; tale trasfor- 
mazione la chiameremo, per un'ovvia ragione, tra- 
sformazione prodotto delle due, e la indicheremo 
col simbolo /S' S, intendendo esplicitamente con 
questa scrittura che si operi prima la S e poi la S\ 

Se si operasse prima la S' e poi la S, allora 
si otterrebbe la trasformazione S S\ e per avere 
di questa le formolo, bisognerebbe scrivere la S 
e /S' sotto le forme (mutando i nomi delle va- 
riabili) : 

S) x'U = fi {X') 

SO x'i - fi (x\ 

e così si otterrebbe : 

^"i = fi [fi (^), . . . 9« (^)] = X* (^). 

E evidente che in generale le funzioni x non 
sono le medesime delle funzioni 'j^, il che signi- 
fica che, in generale, il prodotto SS' non rappre- 
senta la medesima trasformazione che il prodotto 
S' S; quando però si verifica in particolare che: 

S'S^SS' 

allora si dice che le trasformazioni S e S' sono 
permutabili 

Ciò che abbiamo detto per il prodotto di due 
is formazioni non offre alcuna difficoltà ad es- 
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sere esteso per il prodotto di più trasformazioni ; 
ed è evidente, da quanto si è detto, che il pro- 
dotto così definito non è indipendente dall'ordine 
dei fattori; le trasformazioni cioè non soddisfano 
in generale alla così detta proprietà commutativa. 
La trasformazione specialissima: 

co % —^ cc% 

si chiama trasformazione identica; essa non fa che 
mutar nome alle variabili; si suole indicare col 
simbolo 1. 

Moltiplicando una trasformazione per la propria 
inversa evidentemente deve ottenersi la trasfor- 
mazione identica ; perciò la trasformazione inversa 
di una data S, si indica col simbolo S""^; così fa- 
cendo si ha infatti l'identità S S-'^ = 1 = S"-^ S, 
donde può ricavarsi che: ogni trasformazione è 
permutabile con la propria inversa. 



Da ciò che si è detto, risulta che il calcolo del 
prodotto di due o più trasformazioni, si riduce, in 
ogni caso, ad un procedimento di eliminazione fra 
le formolo di esse; propriamente se abbiamo più 
trasformazioni S, S\ S" . .• S^^\ scrivendo le for- 
molo della prima nelle variabili: 

• d'+'\.. co""-'' e xf ...x''\ 

1 n 1 n ' 

quelle della seconda nelle variabili: 
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quelle dell'ultima lielle variabili: 

co -^ , , , 00 il e 00-^ . . . OOn j 

eseguire il prodotto di tutte le trasformazioni Del- 
l' ordine S S\> . S^^^ (cioè intendendo che si operi 
prima S^^\ poi /S(*~^\... ecc.), significa elimi- 
nare fra tutte le formolo le variabili: 

00^ .,, 00 «•.. 00 i , , , 00 n ^ 

1 w ' * ' 

t 

e dedurre quindi delle relazioni semplicemente fra 

^, ... X^^ ' e X..., Xn. 

Ora di qui appare la cosidetta proprietà asso- 
ciativa delle trasformazioni, che cioè, purché non 
si alteri T ordine di successione delle singole S, si 
può sostituire a due o più di esse successive il 
loro prodotto, o in altri termini che: 

= S(S'S")...S'^) = ... ecc. 

Questa proprietà appare a colpo d'occhio, te- 
nendo presente il suindicato processo di elimina- 
zione, giacche il risultato di questa sarà eviden- 
temente sempre il medesimo, se elimino prima un 
certo gruppo di variabili, poi un altro, e così di 
seguito. 



Sia ora data una trasformazione: 
V« = /v {xiX2.^.Xn; aia^,,.ar\ (e = l,. .. w) (1) 
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in cui sieno messi in vista i parametri a^ »£ . . . ^r, 
che figurano nelle funzioni f. Assegnati dei valori 
determinati a questi parametri, resta determinata 
una speciale trasformazione; ammettiamo inoltre 
che le / sieno funzioni analitiche regolari, definite 
in un certo campo, sia rispetto alle variabili x che 
ai parametri a; tali campi li indichiamo, come 
sopra, rispettivamente con {oo) e (a). 

La prima questione che si presenta, è la se- 
guente: 

E chiaro, in primo luogo, che variando le a (le 
quali sono in generale complesse) in tutti i modi 
possibili si hanno in generale o cx)2'* ovvero (X)2(>--»') 
trasformazioni diverse; il secondo caso si verifica 
quando i parametri a sono contenuti uelle f in 
maniera da raggrupparsi in r — v funzioni : 

delle a stesse, in modo che le f risultino funzioni 
delle a per mezzo delle A ; in tal caso è evidente 
infatti che la totalità delle trasformazioni è (x>2(»->'), 
perchè esse vengono a differenziarsi fra di loro 
non per la diversità dei valori delle a, ma per 
quella delle A, Quando invece questo caso non sì 
verifica, ovverossia quando v = 0, allora la tota- 
lità delle trasformazioni è od^*\ ed allora si dice 
che i parametri ai . . . ar entrano nella f essenzial- 
mente^ cioè che sono essenziali. Ora si può chie- 
dere: 

A quali condizioni devono soddisfare le f per- 
chè i parametri sieno essenziali? 

Supponiamo che esistano le funzioni -4i, .. . Ar-v^ 
dove V sia maggiore di zero e consideriamo una 



8 



Cap, 7, § L Parametri essenziali. 



funzione generica <p delle a ed il determinante 
funzionale : 



8? 



d ai ' ' ' dcir-v-\-\ 
dai ' ' d ar-y+i 



dAr—v Ar—y 

d Oi ' ' d ar-v+1 



delle 9, Ai^ . , . Ar-v rispetto ad r — v + 1 delle 
a, scelte arbitrariamente (nel determinante sopra- 
scritto abbiamo per semplicità scelte in partico- 
lare le prime r — v -f- 1 delle a). Il precedente 
determinante eguagliato a zero rappresenta un'e- 
quazione a derivate parziali, lineare, omogenea, 
di primo ordine, in cui la funzione incognita è «>, 
della forma: 



r-r-{-ì g 9 

2 oLkiai , ., a,' ) - — = 0, 
k=i a aie 



(2) 



la quale può considerarsi caso speciale di un' e- 
quazione del tipo più generale: 



*• g CD 

X afe (ai . . . av ) -~~ = 0, 



(3) 



ed è evidente che a quella equazione soddisfano 
gli integrali: 

9 = ^1, oz=zA2,.,.'^=^Ar-r, 
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Ora poiché una funzione qualunque delle fun- 
zioni Ai^ , . . -4r— y, soddisferà necessariamente an- 
che alla stessa equazione, come è facile riconoscere,* 
e poiché le f sono appunto funzioni delle A, per 
ipotesi, ne risulta che anche le f soddisfano all'e- 
quazione precedente. Ma di equazioni come la (2) 
ne possiamo formare varie, perchè ciascuna di esse 
risulta scegliendo un certo gruppo di r — v + 1 
parametri a, e quindi esisteranno tante equazioni 
(2), tutte del tipo generale (3), quanti sono siffatti 
gruppi possibili; possiamo perciò affermare che, 
se i parametri ai , . .ar non sono essenziali, cer- 
tamente le funzioni f dovranno soddisfare ad un 
certo numero (almeno una) di equazioni a derivate 
parziali del tipo (3). 

Supponiamo reciprocamente che le f soddisfino 
ad una equazione della precedente forma (3), la 
quale, come si sa, dalla teoria delle equazioni a 
derivate parziali, non può possedere più di r — 1 



* In effetti data una funzione *i' (A^. ..Ar-v), le sue de* 
rivate rispetto alle a sono date dalle forinole : 

d '!' d_'^_ d Ay , 8 *!' d_Av v 

dell Al d ai ''' d Ar-v dai 



d^ _ S t d Al ^ 8* dAr-v 

I • • • "r 



dffr-v + 1 d Al dar-v-^l ' ' ' d Ar-v d ar-v+1 

Ora moltiplicando la prima per aj, la seconda per cj, ecc. 
o sommando, e osservando che la somma di tutti i termini 
sitaati in colonna nel secondo membro risulta zero, resta 
dimostrato T assunto. 
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integrali indipendenti, * e questi sieno 9i . . . <?r-i , 
funzioni tutti delle a. 

Essendo per ipotesi le f anche integrali, saranno 
funzioni delle cp^ . .. cp,.-!, e quindi le a, le quali 
compaiono nelle f per mezzo delle 9, che sono in 
numero minore di r, non sono essenziali. 

Risulta dunque il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè i pa- 
rametri a sieno essenziali nelle formole (1), è che 
le funzioni f non soddisfino a nessuna equazione 
del tipo: 

y aA(ai .. .ar)^ = 0, (4) 

Si presenterebbe ora qui la questione: date le 
funzioni /\, . ../*«, quale sarebbe il procedimento 
pratico per verificare se in esse i parametri sono 
essenziali no? 

Si formino le derivate - - » © sì costruiscano 

dk 

le equazioni del tipo (4), immaginandovi in esse 
le a indeterminate; la questione si riduce a ve- 
dere se da tali equazioni lineari, omogenee nelle a, 
si possano ricavare i valori di queste, e che sieno 
solamente funzioni delle a. Per ciò fare, si può 
tenere il seguente procedimento: 



* Infatti se ne poseedesse r, il determinante funzionale 
di qneste rispetto ad «i . . . «r sarebbe zero, perchè fra ji^li 
elementi di una qualunque linea esisterebbe sempre la me- 
desima relazione lineare, omogenea, cioè quella relazione 
rappresentata appunto dall'equazione (3). 
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Nelle equazioni (4) poniamo per cp le /"i .../"« e 
diamo alle x valori determinati, ma generali, x\ 
Otteniamo' allora, per la determinazione delle a, 
n equazioni lineari omogenee di cui r^ ^r sieno 
indipendenti. 

Se r' = r, le a risultano identicamente zero, e 
quindi gli r parametri sono essenziali. Se /<r, 
poniamo nelle primitive equazioni, per le x altri 
valori determinati x'\ e abbiamo così altre equa- 
zioni per la determinazione delle oc; supponiamo 
che delle nuove equazioni ve ne sieno r" indipen- 
denti fra loro e dalle r' precedenti, in modo che 
sia r' + r" ^ r. Se r' + r" = r allora, come so- 
pra, le a sono zero e i parametri sono essenziali ; 
in altro caso si prosegua nello stesso modo fin 
che si arrivi ad un numero: 

r' + r" + ...4-r(fl'-i), 

di equazioni fra loro indipendenti e tali che se 
nelle primitive (4) poniamo per le x qualunque 
sistema di valori arbitrari (e per 9 naturalmente 
al solito le f\ * . .fn) otteniamo sempre equazioni 
che sono conseguenza delle precedenti, per modo 
che il numero r^^\ e così tutti i seguenti r^5+')... 
sieno tutti zero in qualunque modo si scelgano le 
X. Giunti a tal punto, per verificare se i parame- 
tri sono no essenziali basterà esaminare il va- 
lore del numero: 

/ + r" + . . . + r(s'-i); 

se questo è uguale ad r i parametri sono essen- 
ziali, e non lo sono se questo è minore di r. 
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Come esempio, scegliamo la trasformazione: 



x' 



^2 X + «3 



contenente tre parametri; le derivate parziali ri- 
spetto ai tre parametri sono (riducendole allo stesso 
denominatore) : 

«2 ^ + «3 x{x + a^) X + ai 



{a2X + asY ' {a2X + asy ' {a2X + a^y 

ed è evidente che non si possono moltiplicare que- 
ste quantità per. tre funzioni delle sole o, in ma- 
niera che la somma dei tre prodotti sia zero ; in- 
fatti moltiplicandole per tre quantità i¥, N^ P, 
dovrebbe aversi identicamente: 

if («2 x + a^) — Nx (x + a^) - P{x + aj = 
donde: 

Ma2 -P=0 
Ma-i- Pai = 0, 

ed essendo ai, «2? ^3i quantità indeterminate, le 
ultime due equazioni non sono coesistenti se iW e 
P non sono zero. Dunque i tre parametri sono es- 
senziali. 

Consideriamo invece l'altra trasformazione: 

f aiX + ag 
X ^^ — ^ 

«3 a: + «4 
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a quattro parametri; le quattro derivate sono: 

X («3 X + «4) o^x -\' a^^ x{aiX + «2) 

'(«3 X + a^y ' (a3 X + a^y ' " (a^x + a^y ' 

ai 0/ + «2 
"" (03 X + «4)^ ' 

ed è chiaro che moltiplicandole rispettivamente 
per «!=«!, «2 = ^2? «3 = «3, «4 = «4 e somman- 
dole si ha identicamente zero; dunque i quattro 
parametri non sono essenziali, ciò che del resto è 
evidente anche per altre considerazioni, osservando 
cioè che quella trasformazione non dipende che 
dal rapporto di tre parametri al quarto. 



§ 2. — Definizione di gruppi continui di tra- 
sformazioni. Gruppi finiti e gruppi infi- 
niti. Gruppi di Lie. Simiglianza di due 

GRUPPI. 

Supponiamo date le formolo: * 

x'i = fi (07, a) (i = 1, . . . n) (1) 

e le funzioni f sieno, come sopra, definite, rego- 
lari per un certo campo di variabilità delle a?, 
campo che chiameremo ((.r)), e per un certo campo 
di variabilità delle a, che chiameremo ((a)) e sieno 



* Per brevità scriveremo epesBo f(x, a) in luogo di 
f (a?! . . . ^r» «1 . . . «r). 
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tali che per nessun punto di tal campo il deter- 
minante funzionale delle f sia zero. 

Su queste funzioni facciamo le ipotesi che per 
un sistema di valori delle a, a due diversi sistemi 
di valori delle x^ corrispondono sempre due diversi 
sistemi di valori delle ^', e che le oo' sieno sem- 
pre anch'esse nel campo ((oo)). 

Per ogni sistema di valori delle a si ha una 
trasformazione ; supponendo che i parametri a sie- 
no essenziali, si hanno oo^/- trasformazioni. Imma- 
giniamo ora che queste sieno tali che il prodotto 
di due di esse (v. § 1), cioè per es. il prodotto di 
quella in cui i parametri hanno i valori a, e di 
quella in cui i parametri hanno i valori J, sia an- 
cora una trasformazione del medesimo assieme, 
cioè sia la trasformazione le cui formole souo le 
medesime (l) dove i parametri hanno acquistati 
i valori e, compresi nel campo di variabilità ((a)) ; 
se ciò si verifica qualunque sieno le due trasfor- 
mazioni che si moltiplicano fra di loro, si dirà 
che qneW assieme di trasformazioni costituisce un 
gruppo» Questo gruppo si dice poi ancora finito, 
perchè ammettiamo che il numero r dei parame- 
tri sia finito. 

I gruppi possono essere continui o discontinui; 
continui, quando da una loro trasformazione si 
può passare con continuità ad ogni altra con la 
variazione continua dei valori dei parametri; di- 
scontinui^ quando ciò non può farsi. Un gruppo 
continuo contiene evidentemente infinite trasfor- 
mazioni. Noi in tutto ciò che segue supporremo 
che si tratti sempre di gruppi continui. 
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Un gruppo di cui tutte le trasformazioni sieno 
comprese fra quelle di un altro, si dice sottogruppo 
di questo (vedi però le considerazioni fatte piti, 
sotto). 

Il concetto di gruppo, quale qui è stato esposto, 
ò strettamente affine all' analogo concetto della 
teoria delle sostituzioni, salvo che in tale teoria 
un gruppo risulta sempre di un numero finito di 
sostituzioni, ed è sempre un gruppo discontinuo. 

Il concetto di gruppo di trasformazioni è di data 
assai più recente che non l'altro relativo alle 
sostituzioni ; esso fu per la prima volta espli- 
citamente enunciato in una Memoria di Sophus 
LiE {Società delle Scienze di Chrisiiania, 1871, 
pag. 243) e nella Dissertazione di P. Klein ( Ver- 
gleichende Betrachtungen lìber neuere geometrische 
Forschungen^ Erlangen, 1872, tradotta anche in 
italiano, Annali di Mat., ser. 2, Voi. XVII, ed in 
altre lingue), ed ha avuto il suo maggiore svi- 
luppo dalle opere specialmente del Lie e dei suoi 
scolari. 

Oltre le numerose memorie di Lie e di altri sul 
medesimo argomento, comparse negli ultimi tren- 
ta anni, e che noi citeremo man mano in seguito, 
le prime opere sistematiche su questa teoria sono 
quelle cominciate a pubblicare da Lie stesso dal 
1888 in poi, in collaborazione coi suoi scolari 
Engel e Schefeebs; queste sono: Theorie der 
Transfortnationsgruppen , tre volumi , Leipzig , 
1888-1893; V'orlesungen iiber gewdnliclie Differen- 
tialgL mit bekannten infìnites. Transform.^ Leip- 
zig, 1891; Vorlesungen iiber continuirliche Grup- 
pen mit geonietrischen und anderen Anwendungen, 
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Leipzig, 1893; Untersuclmngen uber unendliche 
continuirliche Grwppen^ Leipzig, 1895; Geometrie 
der Ber ilhrung strans format., Leipzig, 1896. 

Per moltissime indicazioni storiche e filosofiche 
sulla portata dì questa nuova teoria, sui suoi pre- 
cursori di vario genere, sulle molteplici relazioni 
che essa ha con altre parti della Matematica, sarà 
interessante leggere le [prefazioni ai Voi. I e III 
dell'opera succitata di Lie (Th, d. Transf,), e il 
§ 20 della Memoria di Lie contenuta nei Math. 
Ann, Voi. XVI (pag. 525-528). 

Per un riassunto dei lavori e risultati ottenuti 
da altri sulla medesima teoria, si può poi anche 
vedere il Gap. 29 del Voi. Ili della suddetta opera 
di Lie (pag. 753-815). 



È interessante ora, a rischiarare il concetto ge- 
nerale di gruppo, fare le seguenti considerazioni. 

Quando sono assegnate delle formolo di trasfor- 
mazione xU = fi (^, ai . . . ar ), si ammette che le 
funzioni /", sieno funzioni analitiche, regolari dei 
loro argomenti, cioè che possano svilupparsi in 
serie di potenze intere, positive, nell'intorno di 
ciascun punto del campo in cui sono definite. Ora 
la limitazione di questo campo potrà o farsi di- 
pendere dalla natura delle funzioni /*, ovvero da 
altre circostanze; nel primo caso dovrà intendersi 
che le funzioni f debbano sempre vieppiù esten* 
dorsi analiticamente, secondo i metodi noti della 
teoria delle funzioni analitiche, finché lo comporti 
la natura delle funzioni stesse, e non si incontrino 
dei cosidetti spazi lacunari dentro cui le funzioni 
non possano analiticamente estendersi. 
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Ma si può anche ammettere che lo spazio in 
cui debbano estendersi le funzipni /*, considerate 
come funzioni dei parametri a, possa essere an* 
Cora più ristretto del precedente, pur conservan- 
dosi la proprietà di formare un gruppo. 

Per es. se io considero la formola a?' = air, il 
gruppo corrispondente, nel primo senso, è quello 
per cui la quantità a riceva tutti i possibili valori^ 
potendosi evidentemente per tutti i possibili valori 
estendersi la funzione co' di a, mentre che secondo 
un concetto più generale si possono considerare 
altri gruppi rappresentati dalla medesima formola, 
ma dove a non debba più avere tutti i possibili 
valori, bensì debba p. es. limitarsi ad avere solo 
quelli di modulo minore di 1, E da notarsi però 
che il gruppo a:' == a a?, dove | a | è minore di i, 
può anche considerarsi come un gruppo della 
prima specie; basterà perciò fare un mutamento 
di parametri e porre per a una tal funzione di 
un nuovo parametro ^, che al variare di X essa 
non possa che acquistare i valori di modulo minore 
di 1. Ciò si può effettivamente fare coìisiderando 
l'inversa di una nota funzione a spazio lacunare, 
funzione la quale è definita solo per tutti i punti 
di un cerchio di centro zero e di raggio 1 (vedi 
pag. 164, Voi. I, del Lte-Engel, Theorie der 
Trans formationsgruppen). 

Il fatto però che per questo speciale esempio, il 
secondo punto di vista possa rientrare nel primo, 
non prova che ciò possa farsi in generale. 

Per intenderci noi diremo che un gruppo defi- 
nito secondo il primo dei due punti di vista dianzi 
considerati è un gruppo di LiE, perchè di tal na- 

Pascàl. 2 
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tura sono specialmente i gruppi su cui si aggira 
la teoria di Lie; non escludiamo però la conside- 
razione dei gruppi anche della seconda specie. 

In corrispondenza a questo doppio punto di vi- 
sta, si hanno due diverse specie di sottogruppi, e 
cioè: 1.** sottogruppi ottenuti limitando in un op- 
portuno modo il campo di variabilità dei parame- 
tri, ma che però contengono lo stesso numero di 
parametri essenziali del gruppo dato; 2.® sotto- 
gruppi in cui il numero dei parametri essenziali 
è minore di quello del dato. Li chiameremo ri- 
spettivamente sottogruppi di prima e di seconda 
specie^ e sono evidenti i seguenti risultati: 

Un sottogruppo di prima specie non può essere 
mai un gruppo di Lie. 

Un gruppo ad un sol parametro essenziale non 
può avere sottogruppi di seconda specie. 

Il Lie non considera che sottogruppi di 2.* spe* 
eie (v. Th, d, Transf.j I, pag. 204), e anche noi, 
a meno che non lo diciamo esplicitamente, non 
considereremo che questi* 



Abbiamo detto che i gruppi definiti come sopra 
si chiamano finiti perchè dipendono da un numero 
finito r di parametri essenziali. E utile ora far ve- 
dere, per completare le nostre idee in proposito, 
da qual punto di vista si potrebbe prendere le 
mosse per definire il gruppo infinito^ giacché evi- 
dentemente il dire che per questi il numero r di- 
venti infinito non ha un significato determinato. 
Conviene allora definire il gruppo finito di tra* 
sforraazioui in una maniera diversa da quella 
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qui adottata, e tale che se ne possa immediata- 
mente fare l' estensione per definire il gruppo 
infinito. 

Si procede nel seguente modo : deriviamo le 
equazioni (l) rispetto alle a?, tante volte quanto 
basti per eliminare dalle relazioni così ottenute le 
costanti a; abbiamo così un sistema di equazioni 
differenziali, i cui integrali sono le (1). Queste 
equazioni differenziali possono bastare per definire 
il gruppo, intendendo che le formolo che danno 
le trasformazioni del gruppo stesso sieno esatta- 
mente gli integrali di queste equazioni. 

Per il modo col quale abbiamo generato que- 
sto sistema, evidentemente esso soddisfa alle due 
seguenti proprietà: 

1.® i suoi integrali più generali conterranno r 
costanti arbitrarie; 

2.® se xU = fi {xj h) è una sua soluzione par- 
ticolare, e xU = fi (a?, a) ne è un' altra, anche 
x'i = fi {f (ar, a), h) sarà un' altra soluzione. 

Possiamo dunque dire che il gruppo finito di 
trasformazioni, può definirsi mediante un sistema 
di equazioni differenziali della specie anzidetta, 
cioè avente le due suindicate proprietà. 

Da tal punto di vista la estensione al caso di r 
infinito è immediata: basterà infatti immaginare 
un sistema di equazioni differenziali avente la 2.* 
proprietà, ma non la 1.*; gli integrali di tal si- 
stema daranno le formolo di trasformazione. 

Un esempio semplicissimo di ciò è dato dal se- 
guente sistema di equazioni differenziali: 

^— = (a,; = l,...n) 
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dove si intende che i e j sono sempre diversi fra 
loro, il quale si integra colle relazioni: 

a%- = cp/ (0?/), 

dove le ?» sono delle funzioni arbitrarie del solo 
argomento Xi, 

Queste relazioni soddisferanno il sistema sud- 
detto, e d'altra parte soddisfano alla proprietà 2.* 
senza soddisfare alla proprietà 1.*, perchè le «p es- 
sendo arbitrarie non contengono un numero de- 
terminato e finito di parametri arbitrari. 

Si può definire il gruppo infinito in una maniera 
anche più generale, ma su ciò non indugiamo e ri- 
mandiamo alla introduzione del Voi. I dell' o- 
pera citata di Lie (TA. d. Trans. ^ ecc.)» e all'al- 
tra opera, anche citata, dedicata specialmente ai 
gruppi infiniti. 



Torniamo ora alla definizione di gruppo finito 
e continuo. 

Perchè le trasformazioni (1) formino un gruppo, 
bisogna che il prodotto delle due: 



xU = fi (rr, a) 
x'U = fi {x\ b) 

sia una trasformazione del tipo: 

x'\ = fi {x^ e) ; 

ma quel prodotto è: 

x"i = fi [f ix, a), b] 



(2) 
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daaque deve essere: 

fi [f (^, «), h] = fi (x, e) 

identicamente, cioè nel primo membro di questa 
relazione, le a e & devono raggrupparsi in maniera 
da formare r aggruppamenti che chiamiamo e, le 
quali sono perciò funzioni delle a e delle b: 

Ck = ^k (ai a2 . . . ar, òi J2 • • • ^r) = n («> ^)- (3) 

Perchè si abbia un gruppo le e definite da que- 
ste formolo, deyono essere comprese nel campo 
{(a)), quindi le 9* (a, b) devono essere tali funzioni 
delle ae b, che se le a e i sono comprese in {(a)), 
anche le e sono comprese in ((a)). 

Ora si può mostrare che le equazioni (3) devono 
essere risolubili sia rispetto alle a che rispetto 
alle b. 

In effetti risolviamo rispetto alle x le: 

x'i = fi {x, a), 
e si ottenga: 

xi = Fi {x\ a) ; 

sostituiamo tali valori di a; in: 

x"i = fi (r, e) 
ed otteniamo : 

x"i = fi[F{x\ a), e]. 

Queste relazioni fra le x^' e le x' devono per 
necessità coincidere identicamente con quelle al- 
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tre fra le medesime variabili poste di sopra, per- 
chè tutto il nostro procedimento non è stato altro 
che una serie di procedimenti di eliminazione ap- 
plicati ai due sistemi di formolo fondamentali (2) : 
quindi deve aversi identicamente : 

fi[Fix\a),c] = fi(x',b), 

e da queste relazioni che devono essere identiche, 
si ricava che le b risultano funzioni delle a e delle 
e ; analogamente potrebbero ricavarsi le a funzioni 
delle b e delle e, ed il teorema è dimostrato. 

Lasciando ora fisse le a, poiché le h possono 
avere <x>-'* valori complessi, anche le e possono 
avere valori arbitrari, in numero di oo^'', altrimenti 
le 6, che sono funzioni delle e, le quali sieno le- 
gate da relazioni, non potrebbero assumere altret- 
tanti valori arbitrari (si intende però sempre limi- 
tati nel campo di variabilità dei parametri). Dal- 
l'essere dunque le e indipendenti, ne viene che il 
determinante funzionale delle ^k rispetto alle b (e 
così anche rispetto alle a) deve essere diverso da 
zero nel campo di variabilità dei parametri^ in 
cui immaginiamo definite e regolari le f. 

Come esempio semplice consideriamo quello 
delle trasformazioni: 

ic' = ai a: + «2 . 

E evidente che queste trasformazioni formano 
un gruppo, perchè se moltiplico la precedente per 
r altra : 

x" = b,x' + b2 
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ottengo : 
x'^ = 6| («1 X + a^ -\- K = 6i a^ x -[- h^ a-> + i^ 

ohe può scriversi: 

x^' = Ci a? 4" Cg 
se 8Ì pone : 

Ci = il «1 , Cg = ix «2 + *2 ; 

si ottiene cioè una trasformazione del medesimo 
tipo di quelle da cui si è partiti e ohe non ne dif- 
ferisce che solo per i valori dei parametri. Le fun- 
zioni (p nel nostro caso sono : 

le quali sono infatti risolubili rispetto alle aj, a.^ 
e alle bi e &2i o danno propriamente: 

C\ Cg — h^ 

«i = -7- , «2== > 

__ Ci 7 __ ^2 «1 — gj «2 

^1 — "7" » ^2 — ~z ~ • 
ai ai 



È interessante fare fin d'ora una osservazione 
fondamentale riguardo alla costituzione di un grup- 
po nel scuso da noi definito. Nella teoria dei gruppi 
di sostituzioni si sa che ogni gruppo contiene an- 
che la sostituzione identica, e che ogni gruppo con- 
tiene sempre di ogni sua sostituzione anche la in- 
versa. Ora è importante osservare che queste pro- 
prietà non convengono in generale ai gruppi di 
trasformazioni quali li abbiamo di sopra definiti. 
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In effetti perchè si abbia la trasformazione iden- 
tica, bisogna che i parametri a, acquistino tali 
particolari valori, che chiameremo a^, che le fun- 
zioni fi (;r, a) si riducano identicamente alla forma 
Xi^ cioè che in fi (.r, aP) scompaiano tutte le va- 
riabili, meno cci^ e questa resti sotto forma intera, 
a primo grado e col coefficiente uno. 

Ora prima di tutto non si può affermare a priori 
che esistano sempre tali valori costanti aP per cui 
le fi si riducano identicamente ad Xi^ ed inoltre, 
anche ammessa l'esistenza degli aP^ non ne viene 
di conseguenza che i valori a^ restino compresi 
nel campo di variabilità ((a)), nel quale sono de- 
finite le funzioni f corrispondenti a quelle trasfor- 
mazioni del gruppo che vogliamo considerare. 

Ammettiamo ora che il gruppo contenga la tra- 
sformazione identica, cioè che i valori aP esistano 
e sieno compresi nel campo ((a)). 

Si devono allora distinguere due casi, e cioè o 
il campo ((a)) è Y intero campo inerente alla na- 
tura delle funzioni /\, cioè il gruppo di cui si tratta 
è uno di quelli, da noi chiamati, gruppi di Lie, 
ovvero il campo ((a)) è assegnato da noi ed è per- 
ciò una parte del precedente, scelta naturalmente 
in maniera che le formole di trasformazione for- 
mino un gruppo. 

Nel primo caso essendo il punto a^ un punto in 
cui le funzioni f sono regolari, ciò significa che 
esiste tutto uno spazio circondante a^ in cui esse 
sono sviluppabili in serie di .potenze, e allora per 
un teorema che dimostreremo in seguito (v. Gap. I, 
§ 5) almeno per un tale spazio^ di ogni trasfor- 
mazione esisterà nel gruppo la inversa, cioè un'al* 
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tra il cui prodotto colla prima è la trasforma- 
zione identica. 

Se invece si tratti del secondo caso, allora ciò 
non può più dedursi, giacche p. es. a^ potrebbe 
essere al confine del campo ((a)) stabilito da noi 
indipendentemente dalla natura delle /*, e allora 
la trasformazione inversa di una data potrebbe 
ayere parametri che sieno fuori di ((a)). 

Un esempio semplicissimo relativo a queste con- 
siderazioni è il seguente: consideriamo le trasfor- 
mazioni : 



x' = xa 



dove intendiamo che il parametro a sia limitato 
in maniera che il suo valore assoluto sia sempre 
minore di uno, | a | < 1. E evidente che il prodotto 
di due tali trasformazioni è ancora una della stessa 
specie, e quindi che esse formano un gruppo ; ma 
è chiaro parimenti che in tal gruppo non è com- 
presa la trasformazione identica (per la quale do- 
vrebbe essere a = 1), ed inoltre di ogni trasfor- 
mazione non esiste nel gruppo l'inversa, perchè 
per l'inversa il valore del modulo del parametro 
dovrebbe essere maggiore di uno. Lo stesso otte- 
niamo se invece di limitare i valori del parametro 
nel modo come abbiamo fatto di sopra, poniamo : 

I a I ^e<l, 

scegliendo una qualunque quantità e minore di 
uno; se invece poniamo: 

aì^l 
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allora si ha ancora un gruppo, ma esso contiene 
la trasformazione identica, mentre poi, analoga- 
mente come prima, di ogni trasformazione non 
esiste l'inversa. Ciò è d'accordo con quanto già 
abbiamo asserito, che cioè la prima proprietà non 
porta con se per conseguenza la seconda, quando 
non si tratti di gruppi di Lib, 

Invece è evidente che la seconda proprietà porta 
con se per conseguenza la prima, giacché se sì 
ammette che iti un gruppo, di una trasformazione 
contenutavi esista l'inversa, ne viene che deve es- 
servi contenuta la trasformazione prodotto^ la quale 
è l'identica. 

Avendo qui limitato il campo di variabilità di 
a, in modo estraneo alla natura della funzione, il 
gruppo che siamo venuti ad ottenere non è un 
gruppo di Lie; se però noi possiamo fare un can- 
giamento di parametro, ponendo a eguale a x (^)i 
tale che continuando analiticamente / fin che si 
può, i moduli dei suoi valori non possano mai rag- 
giungere i, allora si sarà venuti a dare l'esempio 
di un gruppo di Lie nel nuovo parametro ^, 7ion 
avente trasformazione identica. Ora che ciò si possa 
fare, si vede facilmente ricorrendo alle funzioni a 
spazi lacunari, come fu mostrato da Engel nel 
1884 (vedi Lie, T/ì. d. Trans f., I, pag. 165). 

Quindi esistono anche gruppi di Lie senza la 
trasformazione identica^ contrariamente a quanto 
sul principio credeva Lie stesso. Non ne esistono 
però (come abbiamo sopra detto) contenenti la 
idéntica, e tali che le trasformazioni, almeno nel- 
r intorno di questa, non si possano raccogliere a 
due a due, una inversa dell'altra. 
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Vogliamo ora dimostrare un teorema relativo 
alle trasformazioni inverse di quelle di un gruppo 
dato : 

Tutte le trasformazioni inverse di quelle di un 
gruppo dato ad r parametri essenziali^ formano 
ancora un gruppo ad r parametri. 

In effetti dalle equazioni : 

x\ = fi {x, a\ x"i = fi {x\ b\ x'\ = fi (.r, e) (4) 

si ottengono con la risoluzione : 

xi = F, {x\ a), x'i = Fi {x'\ 6), Xi = Fi {x'\ e), (5) 

e se le trasformazioni date formano un gruppo 
dovrà essere : 

Ck = 'f* (a, b). (6) 

Ora le tre formolo (5), tenuto conto delle (6), ci 
dicono appunto che le trasformazioni inverse for- 
mano un gruppo, perchè esse rappresentano un 
sistema di formolo coesistenti identicamente, cioè 
indipendentemente dai valori delle a?, cioè a dire 
che eliminando, per es., x' fra le prime due, si 
ottengono formolo fra x e x" che devono per ne- 
cessità coincidere colle ultime delle (5), cioè colle 
Xi = Fi {.v'\ e); deve quindi identicamente essere: 

xi = Fi[F(x\h\a\ = Fi{x\c), 
il che ci dimostra l'assunto. 
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Prima di terminare questo paragrafo, vogliamo 
dare ancora il concetto di gruppi simili fra loro^ 
sebbene alla teoria della simiglianza dedicheremo 
in seguito un paragrafo apposito (v. Cap. Ili, § 5). 

Dati due gruppi: 

x\ = fi (Xi , . . Xn, Oi . . . a,- ) 
JL i = Yi (-A.J . . . JLn^ A.\ , • . A.r ) 

col medesimo numero di variabili e col medesimo 
numero di parametri essenziali, diremo che i due 
gruppi son simili^ quando si possono porre le JC 
funzioni delle x^ le X' funzioni analoghe delle 3c\ 
e le ^ funzioni delle a, in maniera che le seconde 
formolo si riducano esattamente identiche alle 
prime. 

Possiamo far vedere che due gruppi simili go- 
dono di questa proprietà: che le loro trasforma- 
zioni si possono far corrispondere biunivocamente 
fra loro, cioè una ad una^ in maniera che al pro- 
dotto di due trasformazioni corrisponda il pro- 
dotto delle trasformazioni corrispondenti. Una sif- 
fatta proprietà è quella che caratterizza il cosi- 
detto isomorfismo fra due gruppi^ di cui tratte- 
remo in seguito (v. Cap. Ili, § 4). 

Per dimostrare l'assunto, consideriamo come cor- 
rispondenti due trasformazioni, una del primo e 
una del secondo gruppo, quando ai valori dei pa- 
rametri dell' una corrispondano precisamente i va- 
lori dei parametri dell'altra, nelle funzioni con cui 
per ipotesi questi si esprimono mediante i primi. 

Consideriamo inoltre due trasformazioni del pri- 
mo gruppo con i parametri a, 6, e la trasforma- 
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zione prodotto coi parametri e; si avranno allora 
le relazioni identiche: 

fi \f {x, a), 6] = fi {x, e). 

Ai valori a corrispondano i valori A dei para- 
metri dell' altro gruppo, cioè a dire, le funzioni 
eoa le quali questi si esprimono mediante i primi, 
acquistino i valori A^ quando i primi diventino a, 
e similmente ai valori A, corrispondano i JB; il 
prodotto delle trasformazioni di questo secondo 
gruppo, corrispondenti ai parametri A^ J5, abbia 
per parametri C, in modo che si abbia identica- 
mente : 

J-.- [•} (X, A),B]= •}.• (X, 0. 

Ora per ipotesi le ^ diventano le f quando per 
X^ e A poniamo quelle tali funzioni di ir e a, sup- 
poste nella definizione di simiglianza, cioè p. es., 
Xi = Vi (ar), e ^A = Uh (a) ; si vede quindi che 
il primo membro di queste relazioni diventa iden- 
ticamente il primo membro delle precedenti, quando 
sì fanno queste apposizioni; dunque ponendo per 
A e B quelle tali medesime funzioni U dì a e h 
(oltre che le X funzioni delle a?), anche i due se- 
condi membri devono identificarsi; ma questi se- 
condi membri si identificano infatti, per ipotesi, se 
poniamo (oltre che Xi = Vi (x))^ anche Ch = Vh (e), 
dunque il porre: 

Ak == Uk (a) 
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corrisponde a porre: 

Ck = m (e) 

cioè se a corrisponde ad ^, e 6 a B, anche e cor- 
risponderà a G, 



Vogliamo infine notare che spesse volte inter- 
preteremo le X come le coordinate di un punto 
di uno spazio ad n dimensioni, il che permet- 
terà di dare una tal quale veste geometrica alle 
nostre considerazioni, immaginando i gruppi corno 
gruppi di trasformazioni fra i punti del suddetto 
spazio. 



§3. — Esempi di gruppi più comuni. Gruppi 

LINEARI, GRUPPI PROIETTIVI, GRUPPI Cre- 
MONIANI. 

Fra i gruppi di trasformazioni più ordinari, no- 
teremo prima il cosidetto gruppo proiettivo^ dato 
dalle formole : 

, Cliì X\ -j- . . , 'T' d'In Xft ~T (l7\n-{-l ,. - ^ \ 

X i == -j ; -—7 ——, , (l = 1, 2, ... n) 

con n (n + 2) parametri essenziali. 

In queste formole per ogni valore dell'indice i 
il denominatore è sempre il medesimo. 

Un sottogruppo del precedente è quello nel quale 



Cap> i, § 3. Gruppo lineare, 31 

per modo che le a?' si riducano a funzioni intere 
delle ce. Questo si chiama il gruppo lineare ge- 
nerale (Lie); di esso vi sono due sottogruppi no- 
tevoli, cioè quello per cui tutte le af>+i sono zero 
e che chiamasi il gruppo lineare omogeneo^ e 
quello per il quale è eguale ad 1 il determinante 
delle a»i . . . «m, e che chiamasi il gruppo lineare 
speciale. ' 

Che il primo di questi due sia un gruppo, è 
cosa ovvia e facile a verificarsi ; che il secondo 
lo sia, anche lo si può vedere facilmente. 

Si ahbia la trasformazione : 

oo'i = an a?! + . . . + ain oCn + aiv»+i 

dove sia: 

\aij\ — \, 

intendendo con | aij \ il determiuante delle a/y, 
e si moltiplichi per l'altra: 

co'U = J,-i ^'i + . . . + hin oc\ + fti>+l 

dove sia: 

I hij I -= 1. 

La trasformazione prodotto sarà : 

Xi = (i/i «Il + . . . + l>in ani) Xi + 
+ . + 

+ (in ai 11 + ... + hin ami) Xn + 

+ {bit aifi+1 + . . . + bill aw,M+i) 

e il determinante dei coefficienti è evidentemeuto 
il prodotto dei due determinanti | a^ | e \bfj\ e 
quindi il suo valore è anche 1. 
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Può poi considerarsi ancora nn altro sottogruppo 
comune dei due sottogruppi ultimamente trovati, 
ed è quello dato dalle formolo : 

dove sia: 

I aij 1 = 1; 



questo sottogruppo può chiamarsi gruppo speciale 
lineare omogeneo. 



1 precedenti gruppi sono della specie di quelli 
cosiddetti Cremoniani, 

Una trasformazione fra le x^ q oc dicesi Gre- 
moniana o hirazionale^ quando le x^ si esprimono 
razionalmente mediante le x^ ed i parametri a, e 
le X anche razionalmente mediante le x^ e le a. 
Un gruppo di tali trasformazioni si dirà poi Ore- 
montano^ quando è un gruppo di Lie, cioè quando 
ammettiamo che il campo in cui devono estendersi 
i valori dei parametri sia il campo totale^ cioè 
quello di tutti i possibili valori, per i quali ap- 
punto, come si sa, sono definite le funzioni ra- 
zionali. 

Definito in tal modo un gruppo Cremoniano, è 
chiaro che per esso non potranno più sussistere 
le considerazioni dipendenti dalla limitazione dei 
campi di variabilità da noi fatte alla fine del § 2, 
anzi si può dimostrare che esso gode sempre delle 
due proprietà: di possedere la trasformazione iden- 
tica^ e di contenere di ciascuna trasformazioìte 
V inversa. 



j 
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In effetti risolvendo le Ck = f a (a, b) rispetto 
alle a, abbiamo: 

cih = y.h (è, e), 

e ponendo in queste Ci = &i, ^2 = ^21 • •• Cr=^br, 
il che può farsi perchè, come abbiamo detto, il 
campo di variabilità dei parametri è il campo to- 
tale, si ricavino per le a, i valori a^i , . . . a^r ; ora 
la trasformazione : 

è la trasformazione identica. Infatti, per le ipo- 
tesi fatte, il prodotto delle due: 





x'i 


= fi {^, 


a*»), 




X"i 


= fi i^\ 


,J) 


è 


la trasformazione : 








X"i 


- U (X, 


b), 



e questi tre sistemi di formole sono fra loro, al 
solito, coesistenti identicamente; perciò da essi ri- 
caviamo identicamente : 

fi (x\ h) = fi (.r, h) ; 

tenendo ora conto che le f sono funzioni razionali, 
da queste formole non può che ricavarsi : 

x\ = Xi , 

e queste relazioni devono essere le medesime di 
quelle fra a?' e a? dalle quali siamo partiti in prin- 
cipio; con ciò è dimostrato l'assunto. 

Pascal. 3 
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E utile fare la seguente osservazione : i valori 
a^, per il modo col quale sono stati ottenuti di so- 
pra, sembrerebbero dipendere dalle quantità arbi- 
trarie J; ora noi possiamo far vedere che invece 
ne sono indipendenti. Se le a® dipendessero dalle 
ò, eliminando queste, si avrebbero fra le a^ delle 
relazioni, le quali sieno in numero di r — s (5 < r), 
anche nessuna relazione (quando 3 fosse eguale 
ad r, cioè quando le a° fossero funzioni indipen- 
denti delle h). Variando dunque le h in oo'»" modi 
diversi, le a^ varierebbero in ^2r-2(r-s) = cx)2«modi 
diversi, e per ogni siffatto sistema di valori per 
le a^, la trasformazione corrispondente sarebbe 
sempre la trasformazione identica. Consideriamo 
ora una trasformazione qualunque coi parametri 
a, e moltiplichiamola per tutte le oo^^ coi parame- 
tri a^; la trasformazione prodotto dovrebbe essere 
sempre la stessa, cioè quella stessa da cui siamo 
partiti coi parametri a, mentre i parametri della 
trasformazione prodotto verrebbero ad avere oo-« si- 
stemi di valori diversi: dunque i parametri a della 
trasformazione da cui siamo partiti, e che del re- 
sto sono affatto arbitrari, si potrebbero far variare 
in cx)-« modi diversi, pur lasciando inalterata la 
trasformazione. Di qui risulta che le trasforma- 
zioni del gruppo non sarebbero più oc^*\ ma <x>U^'-s) 
diverse, cioè che i parametri a non sarebbero più 
essenziali, contro l'ipotesi. Dunque le a^ devono 
essere indipendenti dalle b. 

Può ora inoltre dimostrarsi che nel gruppo Cre- 
moniano di ogni trasformazione esiste l'inversa, 
giacché se: 

hh = f ft (a, e) 
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SODO le forinole che si otteDgono dalla risoluzione 
delle Ck = ^k (a, b) rispetto alle J, ponendovi le e 
eguali alle a^ si abbiano le hk = oh ; dunque ad 
ogni sistema di valori ah corrisponderà un sistema 
«A;, e le due trasformazioni corrispondenti ai pa- 
rametri a^•, ah sono l'uua inversa dell'altra, per- 
chè fatto il loro prodotto si ha la trasformazione 
i cui parametri (in generale e) sono precisamente 
gli a\ 



§4. — Equazioni differenziali cabatteeisti- 

CHB DI UN GEUPPO. PbIMO TEOBEMA FONDA- 
MENTALE DELLA TEORIA DEI GRUPPI. ESEM- 
PIO. 

Perchè le funzioni /i*, che servono a stabilire 
le formolo di trasformazione, sieno tali che que- 
ste formino effettivamente un gruppo, è chiaro che 
devono essere soggette a delle condizioni. Ci pro- 
poniamo ora di esaminare appunto di che specie 
sono tali condizioni e quali sono ; e troveremo che 
esse possono essere espresse da certi sistemi di 
equazioni differenziali cui le fi devono soddisfare. 
Queste equazioni le chiameremo equazioni diffe- 
renziali caratteristiche di uà gruppo, per la cui 
determinazione, avvertiamo però, esse rappresen- 
tano in generale delle condizioni necessarie, ma 
non sufficienti. 

Questa ricerca è naturalmente una delle più 
fondamentali di tutta la teoria, e il teorema cui 
essa conduce, fu chiamato da Lie il primo teo- 
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rema fondamentale della teoria dei gruppi (Lie- 
Engel, Th. d. Transf., Ili, pag. 545). 

Il concetto di gruppo è analiticamente espresso 
dal sistema delle formole: 



x'i = fi {x, a) 

^^r^ = fi{x\h) (i = l, 2,...n) 
x'i = fi {x^ e) 
Ch = ^k (fi, a) (le =1, 2, . . . r). 



(1) 



le quali devono considerarsi come identicamente 
coesistenti. Da esse si ricava : 

fi (oo\ h) = fi (X, e). (2) 

Dei due sistemi di variabili a?, x\ possiamo con- 
siderarne come indipendente uno solo, per es., oo ; 
e dei tre sistemi a, ò, e, possiamo considerarne 
come indipendenti due, per es., a e e. Da tal punto 
di vista, e tenendo poi anche presente che le x' 
dipendono anche dalle a, deriviamo le (2) rispetto 
ad ak, ed otteniamo : 

1 'ò fi (x\ìi)d xh, ^ ^ dfi(x\b)dbj ^Q^ 
h=ì d x'h d ak j=i d hj d crn 

Teniamo fisso l'indice k, e facciamo variare i 
da 1 ad n; si ha allora un sistema di n equazioni 

lineari nelle quantità - — , , . . . — — , di cui 

d cLh cik d ah 

il determinante dei coefficienti è il determinante 

funzionale delle fi (x\ b) rispetto alle x\ il qual 

determinante è per ipotesi diverso da zero (v. § 1). 
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II precedente sistema potrà dunque risolversi 
rispetto alle sopradette derivato delle x' rispetto, 
ad a^:, e potrà ottenersi così il medesimo sistema 
sotto la forma : 

^-— = L ^Jh {x , h)- — . (3) 

Oh jrzì dcik ^ 

Ora mediante le relazioni fra c^ a e b^ cerche- 
remo di eliminare dalle (3) le derivate delle i ri- 
spetto alle a. Per ciò deriviamo rispetto ad ak le 

Cs = ^s (a, b) 
ed otteniamo: 

-f-^-=i||i|ÌL , (s=l,2,...r) 
ook j=i ooj ga/j 

le quali risolute rispetto alle: 

dbi gZ>2 db,' 

dak' dah ''"Fah\ 

(risoluzione che può farsi perchè il determinante 
dei coefficienti di queste equazioni lineari, non è 
altro che il determinante funzionale delle 9 ri- 
spetto alle 6, determinante che è diverso da zero, 
V. § 2), danno : 

-Q-- == ^Va (flf , b\ (a) 

a cik 

e quindi sostituendo nelle (3) si hanno le formole: 

^ '"'' = .2 Sy* ( ^^ h) *Vft («, b). (4) • 



d ak j-i 
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Queste sono delle equazioni differenziali cui de- 
vono soddisfare le x' considerate come funzioni 
delle a; è da notarsi che il secondo membro delle 
(4) si compone sempre di una somma di prodotti 
di funzioni di x' e J, per funzioni di a e di è. ' 

Nelle precedenti equazioni (4) le quantità che 
compariscono sono solamente le x\ le a, e le 6; 
ora le b non dipendono in alcun modo dalle a e si 
potrebbero scegliere per le b dei qualunque valori 
arbitrarli, ed ogni volta ottenere sempre un si- 
stema di equazioni differenziali come (4), cui de- 
vono soddisfare le oc^h , cioè le funzioni fh {x^ a), 
le quali non dipendono dalle è. Di qui ne viene 
che si può nelle (4) intendere posti per le b dei 
valori numerici particolari, in modo da farne scom- 
parire il loro simbolo dalle formole, ed affermare 
che alle equazioni differenziali particolari che 
così si vengono ad ottenere soddisfano le mede- 
sime funzioni generali fh {x^ a), e ciò appunto per- 
chè queste non devono dipendere dalle b. 

La conclusione di ciò è che esisterà sempre un 
sistema di equazioni differenziali del tipo: 

— — = 2 \ih (x) ^\jh (a) (A) 

cui devono sempre soddisfare le x'n s cioè le fn (^, a), 
esisteranno cioè sempre delle funzioni ? di sole .t' 
e ^ di sole a, in maniera che sieno soddisfatte 
le (A). Questo sistema (A) di equazioni differen- 
ziali è il primo di quelli cui volevamo giungere 
nella presente ricerca. 

Osserviamo che le funzioni Sei che compaiono 
in queste formole, sono rispettivamente le 3 e ^ 
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della forinola (4), quando per le b si pongono dei 
particolari valori arbitrarli. 

In riguardo alle funzioni ; che compaiono nelle 
(A) si può dimostrare che esse non possono mai 
soddisfare ad una relazione lineare del tipo: 

r 

2 9J "ijh = 0, (5) 

dove le g sieno indipendenti dalle x\ 

In effetti le ; non sono altro che le 3 quando 
in queste pongo per le h quei valori particolari 
fissi di cui abbiamo fatto sopra parola; ora le 3, 
ricavate dal sistema di formolo (4) nelle quali si 
fa variare h da 1 ad r, sono : 

'^Jh {x\ 6) = Ayi - — + ... + Ajr (6) 

a\ ar 

dove le A sono funzioni di a e J, e il determi- 
nante delle A è diverso da zero, perchè queste 
equazioni devono essere risolubili rispetto alle 

-- — , dovendo questo sistema coincidere col si- 

Oh 

stema (4). 

Ponendo nelle (6) per b ì particolari valori fissi, 
le A diventino «, e la (6) diventi: 

IjH (*') = i «.x- ^ . (7) 

k=ì dk 

Se ora sussistesse la (5), sostituendo in essa i 
valori (7), si avrebbe: 

j = i h-l dcik k-\ dcih 
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dove le P sono funzioni delle sole o. Dunque le 
Xh = fh soddisferebbero a delle equazioni lineari, 
omogenee, di P ordine, del medesimo tipo di 
quelle di cui è parola nel § 2, e a cui appunto 
esse non possono soddisfare se i parametri a sono 
essenziali, come si suppone. Risulta dunque che 
tutte le Ph sono zero, cioè: 

r 

« 
ma allora sono zero anche le ^, perchè in questo 
ultimo sistema di equazioni lineari il determinante 
delle a è diverso da zero, tale essendo, come si è 
sopra osservato, quello delle A. Con ciò è dimo- 
strato il teorema. 

Passiamo ora a stabilire un altro sistema dì 
equazioni differenziali. 

Se paragoniamo la (3) con la formola identica: 

otteniamo : 

^JH - -g^ , (J) 

e quindi per le (6): 

^=ÌA,.?.^, ,8) 

Oj fe=l (^k 

che a sua volta paragonata con la formola iden- 
tica: 

dxh ^; d ok d x'h 
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dà il significato delle A, cioè: 

Nella (8) sostituendo per -- — i valori dati 

Oh 

dalle (A) abbiamo intanto: 

Tv 7-= Z l^hiCO') 2 Ay/t 'j/^ft (a) == 

= i w, {X') \j (a, b). 

Possiamo far vedere che le che qui compari- 
scono sono indipendenti dalle a, giacché derivando 
la precedente relazione rispetto ad Os , conside- 
rando come fra loro indipendenti le oc\ le a, eie 
h (il che può farsi perchè le sole relazioni fon- 
damentali sono le (1), dalle quali non può rica- 
varsi legami fra tali quantità), si ha : 

e per il teorema di sopra dimostrato, non potendo 
sussistere una tale relazione lineare fra le 5, che 
sarebbe del tipo (5), ne viene che le derivate delle 
6 rispetto alle a sono zero. 
Si hanno dunque le equazioni: 

^^'r=Ìl,h{x')Kj{h). (9) 

oj "=i 



42 Cap. J, § 4, Eqiiaz. diff. di un ffruppù* 

Ora considerando che ^", x\ b, sono legate, per 
mezzo delle (1), fra loro nello stesso modo con 
cui sono legate fra loro ^', a?, a, possiamo can- 
giare nelle (9), x^ nelle x^ b nelle a, ed ottenere 
(dopo avere anche cangiati l'indice j in i, e p in 
J) le altre formole: 

^ = .ìvH(x)Uia), {B) 

C (Xk j=l 

che rappresentano il secondo dei sistemi di for- 
mole fondamentali che noi volevamo trovare. 

Dalle (A) e {B) possiamo ricavare altre formole. 

Nelle prime delle (1) consideriamo le x come 
funzioni delle x^ e delle a, e deriviamo rispetto 
ad ak\ si ha: 

che colle formole (A) e (B) diventa: 
0=2 U- {x') \jk (a) + I ^ i Ijh [x) djk (a). (C) 

Questo è un sistema di equazioni alle derivate 
parziali delle x^ rispetto alle x. 

Il sistema (C) può trasformarsi in un altro nel 
quale in luogo di comparirvi le derivate delle x' 
rispetto alle ^, compaiono le derivate rispetto ad 
aj e a?' di una funzione generica F di tali varia- 

d F 

bili. Basterà moltiplicare (C) per , . e indi fare 

il sommatorie rispetto ad f, ed osservare che: 

;^ dF dxU dF 
i=idx'i dxh dxh ' 



—^ 
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si Im così: 



r n 



.S l-.i- («) 2 1< W) —- + 

+ i 9yt (a) i iy.- (a:) 11^ = 0, {!)) 

j—l %=\ Xi 

(dove si noti che per maggiore simmetria abbiamo 
nel secondo termine sostituito T indice i all'indice 
/i, che vi risultava direttamente). 



È utile ora, per far vedere la portata delle pre- 
cedenti equazioni, sviluppare il seguente esempio 
semplicissimo, adoperato anche da Lie {Th. der 
Transf.^ J, pag. 34 e 43). 

Si abbia il gruppo: 



X = 



ag a:; + «3 ' 

a tre parametri essenziali (v. anche § 1). 
Le derivate della x^ rispettò alle a, sono: 

dx' 1 



doi a2X + a^i 

d x' __■ x{x + a^) 

d x' a: -f a, 
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le quali possono porsi sotto la forma: 
gy _ 1 a^_ 



X 



- — = X x^ 

0CI2 «3 — tìfi «2 «3 — ai a^ 

C7 ^» flTs — Qi a^ «3 — «1 ^2 

da cui appare che tali derivate possono esprimersi, 
come appunto mostrano le formole (4), come 
somme di prodotti di funzioni di sole a, per fun- 
zioni di sole x\ e queste funzioni l di sole x^ sono 
le stesse per tutte tre le derivate; propriamente 
nel nostro caso esse sono: 

^11 (^ ) ^^^ 1> ^21 \^ ) "^ ^ ì ^i\X)=^x . 

Se ora calcoliamo, invece delle derivate di x' 
rispetto alle a, quelle di x, troveremo che queste 
possono porsi sotto la forma: 

g J? «a cfj 

d c^i «3 — tti «2 ^3 — ^1 ^2 

dx a, 1 2 

- — = x -i x^ 

d^ «1 , 1 

d -^3 «3 — «1 «2 ^3 — ^1 ^2 



a? 



cioè tali derivate possono esprimersi anch' esse, 
come appunto mostrano le formole (B), come som- 
me di prodotti di altre funzioni delle a, per le 
medesime funzioni l delle sole x. 
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Le equazioni differenziali sopra trovate non sono, 
come abbiamo già detto sul principio di questo §^ 
sufficienti per determinare un gruppo, A mostrare 
ciò basterà il seguente esempio : si abbiano le tra- 
sformazioni: 

x\ = Xi+X2 + ai 

X 2 ^— ^1 ^2 ~i" ^2 j 

le quali, com'è facile verificare, non formano un 
gruppo. Intanto le precedenti x* sono integrali del 
sistema di equazioni: 

d 3?^ _ d ^\ _ Q 

dell g a, ^ 

che sono equazioni della forma (^4). 



§ 5. — Gruppi ad un sol parametuo. 

Vogliamo ora passare a costruire sotto una forma 
generale le trasformazioni relative ad un gruppo 
contenente un solo parametro essenziale, a. 

Preudiamo le mosse dalle equazioni: 

^ = \h{x\...x'n)'\(a) (A = l, 2,...w) 

da 

cui, secondo le equazioni generali (A) del para- 
grafo precedente, devono soddisfare le equazioni 
del gruppo ad un sol parametro ; ammettiamo che 
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la •} sia definita in tutto il campo ((a)), in cui an- 
phe non abbia naturalmente mai valore infinito. 

Gli integrali di questo sistema di n equazioni 
differenziali ordinarie, dove le funzioni ignote sono 
le x\ e la variabile indipendente è a, rappresen- 
teranno le richieste formolo di trasformazione, 
purché le trasformazioni corrispondenti formino 
un gruppo; questa osservazione è necessaria per 
il fatto che le (1), come sappiamo, non rappresen- 
tano condizioni sufficienti per definire il gruppo. 
Nelle equazioni generali (A) del § 4, le x^ figurano 
come funzioni delle x e delle a, ma le or, nella 
formazione delle {A) rappresentano delle costanti, 
perchè nelle {A) non figurano che solo le derivate 
delle aj' rispetto alle a. Di qui ricaviamo che le 
costanti che compariranno dall' integrazione del 
sistema (1), dovranno avere per noi lo stesso uf- 
ficio che le X nelle cercate formolo di trasforma- 
zione, quindi tali costanti le chiameremo a^i, . . . Xn. 
Ora domandiamo: gli integrali del sistema (1) 
sono funzioni determinate delle n costanti o no ? 
evidentemente no, inquantochè è chiaro che se in 
luogo di ciascuna di queste poniamo delle arbi- 
trarie funzioni di altre n costanti, con la sola con- 
dizione che queste funzioni non sieno dipendenti, 
otterremo gli n integrali che dipenderanno dalle 
costanti in un modo diverso di prima. Ciò mostra 
che le richieste formolo di trasformazione, che noi 
dobbiamo ottenere come integrali del sistema (1), 
non sono, senz'altro, determinate come funzioni 
delle oc. 

Ma se noi assegniamo il modo col quale le xU 
devono dipendere dalle costanti ^, per un deter- 



Gap» /, § 5. Gruppi ad un parametro. 47 

minato e arbitrario valore a^ della variabile or, 
allora esse restano determinate in modo unico, in 
quanto dipendono dalle x. Giacché chiamando per 
un momento Cj, C2,...c« le costanti degli inte- 
grali del sistema (1), e supposto che, risolvendo 
questi rispetto alle xU , si sia trovato : 

oo'i = 'f » (ci . . . Cu , a), 

e che si voglia in luogo delle e introdurre altre n 
costanti 0?! . . . a?,i , in maniera che per a = a^, le 
cp/ diventino delle funzioni assegnate fi (ìPi .. .a?w,a^), 
basterà evidentemente porre le n relazioni: 

cp* (ci . . . Ch , a^) = fi {x^ . . . OJn , a®), 

e da queste ricavare le e in funzione delle x. 

Naturalmente il valore a° deve essere tale che 
il determinante funzionale delle © rispetto alle e 
non sia zero, e che quindi la detta risoluzione possa 
farsi; altrimenti le equazioni: 

a'» = <?» {Ci. * ,Cn, a), 

per tal valore di a, non potrebbero risolversi ri- 
spetto alle e, e quindi esse non rappresenterebbero, 
per tal valore di a, il sistema degli integrali ge- 
nerali di (1). 

Si vede dunque che per determinare le formolo 
di trasformazione del richiesto gruppo, basta fis- 
sare le funzioni x'i = fi per un determinato va- 
lore di a, cioè fissare una trasformazione che a 
quel gruppo debba appartenere; ciò fatto resta 
poi ancora a verificare se le trasformazioni così 
ottenute formano un gruppo. Ora noi fisseremo 
che il richiesto gruppo possegga la trasformazione 
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identica; vedremo di qui a poco ìq che modo pos- 
siamo analiticamente tener conto di questa con- 
dizione. 

Dalle formolo (1) si ottengono le altre: 

-y- = -y- = . . . = -y- = 'f (a) d a, (2) 



e gli integrali del sistema delle w — 1 equazioni 
diflferenziali costituite dall'eguaglianza dei primi 
n rapporti, sieno (risoluti rispetto alle costanti, 
che per ora chiameremo Ci, . , . Cn-\): 

■■■ '» 

iìn-\ {X\ ..,X'n) = C/*-l, / 

Resta a trovare un ultimo integrale del sistema 
(2); per ciò fare osserviamo che dovendo le co- 
stanti in (3) essere indipendenti, non sarà possi- 
bile che sieno zero tutti gli n determinanti fun- 
zionali delle iij . . . iln—\ rispetto ad n — 1 delle 
variabili x\ giacché, se ciò fosse, fra le ^ si po- 
trebbero eliminare tutte le n x\ e resterebbe una 
relazione fra le e, 

Sia -- , V " / 7 uno di tali determinanti di- 

versi da zero, e ricaviamo dalle (3) i valori di 
a?\ . . . x^ n-\ in funzione di x\i e delle costanti. 
Sostituendo tali valori nella ?« (.t/ . . . tr'n ) conte- 
nuta nell'equazione: 
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questa diventa un'equazione differenziale ordina- 
ria a due variabili separate, ed integrata dà una 
espressione del tipo: 

a 



Q 



(X\i Ci . . . Cn-l) = \'i{a)da + Cn^ 



e sostituendo per c^ . . . Cn-i i loro valori dati da 
(3) si ha infine: 

a 
^n {00\ , ,.x'n)= I H^) ^ « + Cn . (4) 

Ora introduciamo l'ipotesi che il gruppo con* 
tenga la trasformazione identica per un certo va- 
lore a^ di a, e per comodità, mutiamo il valore 
della costante Cn , cioè scriviamo in luogo di essa : 



a» 



Cn 



— J ^ia)da, 



e scriviamo in conseguenza la (4) sotto la forma : 

a 
Qn (^'i . . * sc'n ) = 1 '\{à)da +Cn. (5) 



a" 



Dobbiamo porre le e eguali a tali funzioni delle 
oOy che per a = a^^ le (3) e (5) dieno: 

ma ponendo: 



Cn — •*!* (0(/i . . . Xn ), 
Pascal. 
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si ottiene proprio quanto si è detto, dunque re- 
stano trovate così le e funzioni delle a?, in maniera 
da soddisfare alle condizioni suindicate. 

Le formole di trasformazione restano perciò, le 
seguenti : 

i\ ÌX\ . . . a? n ) == i\ (iPi . . . Xn ) 



/ (6) 

a I 

On {oo\ . . . ^ « ) = i^M (o?! . . . a?,» ) + il (a) d a. 



a» 



Poniamo ora: 

a 



= I •} (a) 6? a. 



o" 



Essendo per ipotesi ^ {a) una funzione regolare 
in tutto il campo ((a)), ed essendo a^ un punto di 
tal campo, la ^ sarà sviluppabile in serie ordi- 
nata secondo le potenze dì {a — a®) in tutto un 
certo intorno di a^ supponendo inoltre che a^ sia 
un punto interno al campo e non situato sul suo 
contorno. 

Allora l'integrale t sarà definito per tutto un 
certo intorno di a^, e supponiamo inoltre che que- 
sto intorno sia tale che in esso a si possa consi- 
derare funzione monodroma di t, e t di a. 

Veniamo così ad operare nel detto intorno di 
a^ che corrisponderà poi a sua volta ad un in- 
torno di ^==^0, ima trasformazione di parametri» 
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Le trasformazioni il cui parametro è nell'intorno 
di a^, verranno trasformate in altre il cui para- 
metro t è neirintorno di zero; la trasformazione 
identica si otterrà per ^ = 0. Per le ipotesi fatte 
sulla natura di ^, girando intorno ad a^, colla va- 
riabile t si dovrà girare intorno ^ = 0, cioè il 
campo attorno ^ = che corrisponde a quello at- 
torno a = a^^ dovrà contenere nel suo interno il 
punto zero. 

Le formolo (6) potranno porsi sotto la forma: 



. (7) 
P.„_i {x') = Q«-i {x) 

Q„ {x') = Qn [x) + t ; 

le trasformazioni individuate da queste formolo 
coincidono con quelle del supposto gruppo, solo, in 
generale, per tutti i valori di t in un certo intorno 
di^ = 0. 

Ma consideriamo ora le equazioni (7) in se, cioè 
senza riguardo al supposto gruppo avente i para- 
metri a; e facciamo percorrere a t tutti i possi- 
bili valori. E chiaro che le (7) allora formano un 
gruppo. 

In effetti consideriamo la trasformazione col pa- 
rametro ^1 e quella col parametro ^2ì moltiplican- 
dole fra di loro, il che equivale, al solito, a scri- 
vere le seconde colle variabili x" e co\ e indi eli- 
minare le 0?' fra i due sistemi di formolo così ot- 
tenute, si ha un sistema di formolo fra x" e x^ 
analogo al (7), ma dove si è fatto t = ti-{- (2^ si 
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ha cioè un' altra delle trasformazioni generali com- 
prese in (7). 

Il gruppo ad un sol parametro che siamo così 
venuti a costruire, lo chiameremo, per brevità, 
gruppo canonico^ intendendo cioè per tale il gruppo 
dato dalle (7) quando t percorre tutti i possibili 
valori. Esso gode di alcune proprietà rimarchevoli 
che passeremo brevemente a dimostrare. 

Abbiamo visto che la trasformazione prodotto 
di due altre, ha per parametro la somma ^i + t^ 
dei parametri delle due trasformazioni date; ciò 
mostra subito, poiché il valore ^1 + ^2 ^ indipen- 
y dente dall'ordine dei termini, che il prodotto di 
due trasformazioni è indipendente dall'ordine dei 
fattori, cioè che due trasformazioni del gruppo 
sono sempre permutàbili. 

Inoltre potendo il parametro t acquistare tutti 
i possibili valori (reali o complessi), ne viene che 
di ogni trasformazione (cui corrisponde il para- 
metro t = ^1) esiste nel gruppo V inversa (cui cor- 
risponde il parametro — ^J. 

Infine considerando il gruppo dato dalle formolo : 

y\ = y\ 

y'2 = Vi 



y'n-i = yn'i 

y'n =yn + t 



(che si chiatna per un ovvia ragione, il gruppo 
delle traslazioni)^ è evidente, ricordando la defi- 
nizione di simiglianza dei gruppi data nel § 2, che 
il nostro gruppo è slmile a questo delle trasla- 
zioni. 
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Il grappo qui considerato, come abbiamo già 
detto, coincide con quello dato, solo per tutte quelle 
trasformaziooi di un intorno di ^ = 0,. che corri- 
sponde ad un intorno di a = a^; è evidente quindi 
qhe le medesime proprietà qui indicate, saranno 
possedute anche dalle trasformazioni del gruppo 
dato, purché ci limitiamo di questo a considerare 
solo quelle in un certo intorno della trasforma- 
zione identica. In effetti qualunque sia questo in- 
torno, purché, come abbiamo supposto, contenga 
internamente il punto a^, si può sempre trovarne 
in esso un altro in modo che l' intorno corrispon- 
dente di ^ = 0, se contiene il punto ^j, contiene 
anche il punto — <i, e inoltre contenendo tie fz, 
il punto ti -\' ^2 sia sempre compreso nelP antico 
intorno più ampio. 

Possiamo dunque dire : 

Sia dato un ^gruppo ad un parametro solo, a, 
il quale debba percorrere tutti i punti di un certo 
campo ((a)), ed il gruppo contenga la trasforma- 
zione identica^ e propriamente per un valore a^ 
(di a) interno ad ((a)); allora^ per tutte le tra- 
sformazioni di un certo intorno della identica^ si 
verificano le proprietà: 1.® che esse possano met- 
tersi sotto la forma (7), 2.^ che le trasformazioni 
stesse sono permutàbili^ 3.® che di ogni trasforma- 
zione esiste nel gruppo anche la inversa, 4.** che 
con un opportuno cangiamento di variabili, le for- 
mole di trasformazione si possono far coincidere 
con quelle del gruppo delle traslazioni. 

Se ammettiamo che si tratti di un gruppo di 
LiE (v. § 2) contenente la trasformazione identica^ 
allora a^ deve essere certamente interno al campo 
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((a)), e quindi per un tal gruppo valgono tutte te 
proprietà qui indicate. 

Se ora invece escludiamo che si tratti di un gruppo 
di hiB e supponiamo che il campo ({a)) relativo 
all'assegnato gruppo sia limitato in modo che il 
punto a® stia sul suo contorno (ciò potendo dipen- 
dere anche dal nòstro arbitrio nel limitare la va- 
riabilità di a, pur conservando la proprietà che 
le trasformazioni formino un gruppo), e se ammet- 
tiamo che l'integrale t sia definito per un certo 
campo compreso in ((a)), e avente a^ sul suo con- 
torno, allora possiamo fare le stesse considera- 
zioni che dianzi, e ottenere gli analoghi risultati, 
salvochè allora potrà darsi che l'intorno di ^ = 0, 
di cui si è parlato disopra, ha sul suo contorno 
il punto zero, e quindi allora non potrà più dirsi 
che, se esso contiene il punto ti, contiene anche 
il punto — ti ; perciò allora non potrà più dirsi 
che sussisterà la proprietà della esistenza, nel 
gruppo, della inversa di ogni trasformazione scelta 
in un opportuno intorno della identica. 

Come esempio di ciò possono considerarsi i gruppi 
dati dalle medesime formolo (7), ma dove si di- 
sponga che t non debba acquistare tutti i possi- 
bili valori, ma solo, p. es., tutti i valori reali po- 
sitivi, ovvero tutti i valori reali negativi (compreso 
sempre lo zero), ecc. Si hanno allora, come è fa- 
cile riconoscere, sempre dei gruppi, contenenti la 
trasformazione identica, ma la proprietà suindicata 
non sussiste più. 



J 
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Le considerazioni precedenti sono servite a tro- 
vare una certa forma canonica semplice, non per 
tutte le trasformazioni di un gruppo ad un sol pa- 
rametro, ma solo per quelle appartenenti ad un 
certo intorno della identica. 

Analoghi sviluppi e considerazioni possono farsi 
anche per tutte le trasformazioni di un certo in- 
torno, non della trasformazione identica, ma di 
una qualunque del gruppo. Supponiamo che a® non 
rappresenti più, come avanti, il parametro della 
trasformazione identica, sulla quale ora non fac- 
ciamo neanche l'ipotesi dell'esistenza, e per evi- 
tare confusioni poniamo perciò a' in luogo di a® 
nei calcoli precedenti. Per calcolare allora, come 
sopra, le formolo delle trasformazioni in un intorno 
di a', dobbiamo determinare nelle (3), (5), (nella 
quale ultima si sia posto a' in luogo di a^) le 
Ci, . . . Crt-i, c« , in maniera che per a = a* la tra- 
sformazione che ne risulta, sia quella assegnata, 
cioè: 

X i = fi [Xi , . , Xn ), 

Supposto che per tali valori delle .^', le fun- 
zioni 1^1 .. . Q» diventino rispettivamente w^ . . . »„ 
funzioni delle a?, è evidente che le e resteranno 
eguali a tali o), cioè si avrà (introducendo poi an- 
che t come sopra): 

a, {X') = <«i (a?) ) 

(8) 

iì„ (a;') = w„ {X) + t, ) 

e queste potranno considerarsi come la forma ca- 
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nonica per tutte quelle trasformazioni del gruppo 
che appartengono ad un opportuno intorno della 
trasformazione col parametro a\ Per ^ = 0, cioè 
a = rt', le (8) diventano: 

...... y (9) 

iìn [X') == o>« {X) ) 

che equivarrà alla assegnata trasformazione. 
Consideriamo ora le trasformazioni : 

(10) 

un {x'') = iìn ix') + t ' ) 

che sono quelle di un gruppo avente la trasfor- 
mazione identica per a = a\ è evidente che il 
prodotto delle (9) per le (IO) dà le (8), quindi 
possiamo asserire : 

Dato un gruppo ad un sol parametro, quelle 
fra le sue trasformazioni che sono nell'intorno di 
una qualunque di esse^ possono sempre conside- 
rarsi come prodotti di questa per le trasforma- 
zioni di uno di quei gruppi chiamati di sopra 
gruppi canonici. 



Sviluppiamo ora il seguente esempio semplice: 
Sia il sistema di equazioni differenziali: 

dx\ ,1 

da a 

dx\__ . l 

da a 
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Integrando, e ponendo: 



a 

si hanno le equazioni: 



a 

[da , a 





= Ci 



log X\ = C2 f t. 



e ponendo: 



^1 



C2 = log a?i , 
le tbrmole di trasformazione possono scriversi: 



x'^ __ ^2 



log a?'i = log Xy^ -f log -5 , 



e risolvendo rispetto ad x\ e .a?'^, risulta: 



^ 1 — 0~ 

, _a^X2 
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§ 6. formole esplicite canoniche per le tra- 
sformazioni di un gruppo ad \js parametro. 
Trasformazioni infinitesimali. 

Partendo dalle formole (I) del paragrafo pre- 
cedente, noi siamo giunti alle (7), le quali sono in 
sostanza le formolo di tutte le trasformazioni del 
gruppo appartenenti ad un certo intorno della tra- 
sformazione identica. Ma noi ora vogliamo trovare 
queste medesime formole sotto una forma diversa, 
e propriamente in modo che esse sieno risolute 
rispetto alle x\ le quali così restino sviluppate in 
serie ordinate secando le potenze intere, positive, 
crescenti di t. 

Le equazioni (l) del § prec, coli' introduzione 
di ^, diventano: 

ci oc i t. ^ f\ 

Per ^ = 0, le x\ giusta la nostra ipotesi, diven- 
tano eguali alle or, quindi possiamo scrivere: 



[ 



■''"■•■ =\,ix) 



d t J^=o 
dli(x')} " \dU{x')dx\^ 



(P x\ I ^ ]d u {x'n ^ |. [i 
, di^ Ito l di J/=o /t=i l 



dx'h dt J;=o 

= 2^ 'h {X) — . 
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Quindi ponendo in generale: 

" d f 



si ha: 



i 



r 1 



d t J<=o 



Xar» 



Y dt- 11=0 



Similmente si avrebbe: 

•# 00' i 



d 



^Lo-^^'"^" 



e quindi ricordando T ordinario sviluppo di Tay- 
lor, si ha la formola: 

x'i=Xi+tXxi T^^X'xi -F... (2) 

In maniera analoga si può avere lo sviluppo di 
una qualunque funzione F delle x: 

F{x') = F{x) + t X iF(x)) +1^X2 iF{x))+...(S) 



e questa ultima può considerarsi come una for* 
mola generale che comprende tutte le (2). 
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Restano così trovate le richieste forinole espli- 
cite per le trasformazioni del gruppo, apparte- 
nenti ad un certo intorno della trasformazione 
identica; le formolo (2) possono chiamarsi le for- 
molo canoniche per le trasformazioni del gruppo. 

E importante notare in che modo semplice si 
può dalle (2) e (3) ottenere le formole inverse^ 
cioè quelle che danno le x per mezzo delle oo'. 
Sappiamo che il parametro della trasformazione 
inversa di quella che ha parametro ^, è -^t; ba- 
sterà quindi nelle (2) scambiare t con — ^ e a;' 
con 0?, per avere la trasformazione inversa, la 
quale del resto dovendo essere, come sappiamo, 
anche contenuta nel gruppo, deve essere anch'essa 
appunto data dalle medesime fermole (2). 

L'importanza delle precedenti formole sta prin- 
cipalmente nell'introduzione del simbolo X, il cui 
studio è intimamente legato con quello delle tra- 
sformazioni del gruppo, come appare già dalle (2). 

Se noi immaginiamo che t sia infinitamente pic- 
colo, in maniera da poterne trascurare le potenze 
superiori, otteniamo una trasformazione le cui for- 
mole, a meno di infinitesimi di ordine superiore, 
sono: 

x\ = Xi + t \u (4) 

e questa chiamasi trasformazione infinitesimale 
del gruppo, ed è evidente che ogni gruppo ad ini 
parametro e contenente la trasformazione identica^ 
contiene sempre una trasformazione infinitesimale. 
Questa è una trasformazione per la quale le x' 
si alterano di quantità infinitesime proporzionali 
rispettivamente a: 
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che sono precisamente quelle funzioni che entrano 
nella formazione delle equazioni differenziali (1), 
e che d' altra parte sono quelle medesime funzioni 
che servono a costruire il simholo: 

Xf=llh4^. (5) 

h=ì dOTh ^ ^ 

Se vogliamo cercare l'incremento che riceve 
una funzione qualunque F delle x^ per effetto 
della trasformazione infinitesimale, dalla formola 
(8) otteniamo immediatamente: 

^F=F{x')-F[x) — tX(F{a))). 

Da tutto ciò appare evidente l'intimo legame 
che c'è fra il simbolo X e la trasformazione in- 
finitesimale; è per ciò che tal simbolo si assume 
ordinariamente come simbolo di una trasforma- 
zione infinitesimale; quando cioè noi diremo: sia 
data la trasformazione infinitesimale X, intende- 
remo dire: sia data quella trasformazione infini- 
tesimale (4), i cui coefficienti ; sono gli stessi di 
quelli che servono a comporre il simbolo X. 

Tenendo presenti le formolo (2), si vede ,che 
dato il simbolo X, restano fissate le trasforma- 
zioni del gruppo in un certo intorno della tra- 
sformazione identica, e d' altra parte, dato il gruppo 
resta a sua volta fissato il simbolo X; possiamo 
dunque dire che le trasformazioni contenute in un 
certo intorno finito della identica, di un gruppo a 
un parametro, contenente la trasformazione iden- 
tica, sono individuate (in un senso, per ora, af- 
fatto formale) dalla trasformazione infinitesimale 
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del gruppo stesso. Ma possiamo dire qualcosa di 
più, cioè che ogni trasformazione finita del sud- 
detto intorno si ottiene ripetendo infinite volte la 
trasformazione infinitesimale, cioè a dire che il 
gruppo è generato dalla propria trasformazione 
infinitesimale^ ciò che appare dalle suesposte for- 
molo (2). 

Un altro legame più intimo c'è poi ancora fra 
le trasformazioni del gruppo e il simbolo X, e di 
questo tratteremo nel prossimo paragrafo. 

Notiamo infine che il simbolo X può anche con- 
siderarsi come un simbolo di operazione da effet- 
tuare su di una funzione f indeterminata. Esso 
evidentemente gode di molte proprietà del simbolo 
ordinario di derivazione. 



§ 7. Traiettorie di un gruppo ad un sol pa- 
rametro. lllDUZIONE E FORMA CANONICA DEI 

simboli delle trasformazioni infinitesimali. 
Determinazione del gruppo canonico data 
la sua trasformazione infinitesimale. 

Dato un punto P dello spazio ad n dimensioni, 
di coordinate Xi^ x^^,.,Xn'i applichiamo ad esso 
tutte le trasformazioni del gruppo ad un sol pa- 
rametro; le coordinate del punto trasformato sa- 
ranno date in generale dalle formolo: 



^'i = A (-^1 . . • ^n , 



oc n — fu \S^\ • . . OCn ; *}j 



{,„ 
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e sono quindi variabili con f; il luogo dei punti 
trasformati è così in generale una curva, cioè una 
varietà oo^ di punti. Se invece di prendere le 
mosse dal punto x^. , , ni'n , si partisse da un altro 
punto di questa varietà <x)\ è evidente, per il 
fatto che le trasformazioni formano un gruppo, che 
la curva, che si verrebbe in analogo modo a gene- 
rare, deve essere la stessa di prima. Giacche sup- 
poniamo che con una trasformazione da P si passi 
al punto P', e poi con un'altra da P a P"; col 
prodotto delle due si dovrà passare da P a P", 
ma il prodotto delle due è un'altra delle mede- 
sime, dunque P" deve essere uno degli <x^ punti 
in cui si trasforma P, cioè deve trovarsi sulla 
curva generata da P. Si vede così che ì punti 
dello spazio, in rapporto all'assegnato gruppo ad 
un sol parametro, si distribuiscono su infinite curvo, 
di cui ne passa una e una sola per ciascuno di 
essi; queste curve si chiamano le traiettorie del 
gruppo. Vi sono così oo*»-! traiettorie, 

Qual'è la tangente alla traiettoria in un suo 
punto ? 

I coseni di direzioni di questa tangente sono 
evidentemente dati dalle derivate delle x' rispetto 
a ^, per f = e queste derivate, per effetto delle 
equazioni differenziali (1) del § precedente, sono 
rispettivamente proporzionali alle ?i (x) ... \n (-r), 
quindi, ciò che era da prevedersi, la suddetta tan- 
gente non è altro che la congiungente il punto 
Xi. ,.Xn^ con quello infinitamente vicino che da 
esso si ottiene con la trasformazione infinitesimale 
(4) del § precedente. 
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Cerchiamo ora le relazioni fra le traiettorie e 
il simbolo X, Le equazioni: 

dx^ dx2, dxn 



?iW ?2(r) ••• 5n(.r)' 



(2) 



3ono evidentemente le equazioni differenziali delle 
traiettorie, perchè, ricordando che dXi^,..dXn^ 
sono proporzionali ai coseni di direzione della tan- 
gente ad una curva qualunque, esse esprimono 
appunto che tali coseni di direzione sono propor- 
zionali a ?i, . . . \n . Se ora indichiamo per un mo- 
mento con: 

i^l (a?! . . . iTn ) = Ci , . . . ^/»-l (x^ . , , Xn ) = C» -1, 

le equazioni finite delle traiettorie, differenziando, 
si hanno identicamente le relazioni: 

~l^dX,+ ..,+^dXn = ] 

> (3) 

- T dx^ \- . . . + -T— — d Xn = 0, , 

d Xi d^n ' 

e sostituendo in queste a d Xi, , . , d Xn ^ i loro va- 
lori proporzionali dati dai denominatori delle (2), 
si hanno le equazioni: 
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cioè le 11^, ...12;t.i SODO integrali dell'equazione 
a derivate parziali, lineare, omogenea, del 1.® or- 
dine : 

Un'equazione a derivate parziali di tale specie, 
non può ammettere più di n — 1 integrali indi- 
pendenti, ciò che si riconosce assai facilmente ; ^ 
si ha dunque che gli n — 1 integrali indipendenti 
dell'equazione Xf=Oy eguagliati a costante^ rap- 
presentano appunto le equazioni finite delle traiet- 
torie del gruppo. 

Possiamo anche dire: 

Dato un punto e il simbolo X resta in gene- 
rale individuata una direzione passante per esso, 
(cioè quella della tangente alla traiettoria) di cui 
i coseni sono proporzionali ai valori che i coeffi- 
cienti l di Xy acquistano nel punto. 



Sia dato il simbolo X di una trasformazione in- 
finitesimale, e vogliamo esaminare come esso si 



* In effetti se ne amtnefctesse n, si avrebbero le equazioni: 






e perciò, dovendo essere zero il determinante di tal sistema 
lineare nelle ^, il determinante funzionale degli n inte- 
grali rispetto alle x, sarebbe zero, e quindi questi sarebbero 
legati da una relazione. 

Pascal. 5 
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trasforma introducendo in luogo delle J", altre va- 
riabili y legate alle x da relazioni: 



yn = <Pm (^1 . . . Xn ). 



Osservando che, essendo f una qualunque fun- 
zione generica delle a?, si ha: 

d^h i=i dyi dooh ' 
è chiaro che si ha: 

-^ / — L ^h Z-— — L ^^ Zd ^ ^"TT ' 



• \ 



cioè : 

dyi 



t=i \ ;*=ri dxh] yi i=i 



Si vede dunque che il simbolo X si trasforma 
in uno della medesima specie, e che i coefficienti 
nuovi non sono altro che i risultati delV applica- 
<2Ìone del medesimo simbolo sulle funzioni che 
esprimono le nuove variabili mediante le antiche. 

Lasciando ora indeterminata la <pM , vogliamo 
prendere le funzioni cp^, . . *. <5>„ _i eguali rispettiva- 
mente agli integrali i^i, : . . ^n-i dell' equazione 
Xf=0, cioè ai primi membri delle equazioni 
delle traiettorie; essendo allora: 

X^i = 0, Xa^ = 0.,.XQn-i = 0, 
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si ha: 

Xf=X<fn' ^ — , 

e, se noi determiniamo la ^n in maniera che sia: 

XcpH=l, (5) 

si ha infine semplicemente: 

^f=Ìf- (6) 

oyn 

Quando X è ridotta, coll'introduzione di nuove 
variabili, a questa forma, si dice che è ridotta a 
forma canonica. Per completare questa ricerca, 
resta solo a vedere in che modo dalla (5) si può 
determinare la cpw . Ora ciò si fa subito osservando 
che la (5) è un'equazione a derivate parziali, di 
1.® ordine, lineare, non omogenea, e che, secondo 
la conosciuta teoria di Lagbange, l'integrazione 
di essa dipende da quella di un sistema di equa- 
zioni differenziali ordinarie, che nel nostro caso è : 

d_^ __ dXn _ d(fn 

5i ""•;""" ?n "" 1 ' ^** 

e basterà, per il nostro scopo, conoscere un solo 
integrale, contenente <p«, di questo sistema; se 
quindi consideriamo p. es. l'equazione: 

d Qn = —.— , (8) 

che si ricava da (7), e in questa in luogo di 
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o^i,,',O0n-u che compaiono in ;», sostituiamo i 
loro valori ricavati da: 

ili = Ci, . . . ^n ~1 = C«~l, 

che essendo integrali del sistema (2), lo sono per- 
ciò anche del sistema (7), il quale nei primi n 
rapporti è lo stesso del (2), otteniamo da (8) una 
equazione differenziale ordinaria fra 9» e Xn; in- 
tegrata questa, e sostituendo poi per c^, ...c«-i, 
i loro valori, si ha la richiesta funzione <pn di: 

»^l, *^2j • • • ^« • 



Sia data una trasformazione infinitesimale X, e 
formiamo gli sviluppi in serie: 

x'h = Xh + jXxH +^^X^Xh + ... (93 

i quali saranno validi in un certo intorno del punto 
^ = 0. 

A sviluppi di questa specie noi siamo giunti nel 
§ 6, sviluppando in serie nell'intorno di t = 0, le 
a)' ricavate dalle formolo (7) del § 5, le quali 
sono, come abbiamo ivi detto, le formolo di tra- 
sformazione del gruppo canonico. 

I procedimenti tenuti nel § 5 possono chiara- 
mente servire a far vedere in che modo, data la 
X, se ne possono ricavare le equazioni finite del 
gruppo canonico; però ci sembra utile ripresen- 
tare ora quei medesimi calcoli sotto una forma 
leggermente diversa, e colla quale essi restano an- 
che messi in relazione con le considerazioni ora 
fatte sulla riduzione a forma canonica dei simboli 
delle trasformazioni infinitesimali. 



Cap, /, § 7. Costruz. del gruppo canonico* 69 

Le (9) possono* come si sa, riassumersi nella 
formola unica (v. § 6): 

F(x') = F(x) + ^X(F(.r)) + ^^^XHF(x)U (IO) 

Ora se scegliamo per F delle tali funzioni, che 
sia identicamente XF=^Oy essendo allora per 
conseguenza anche zero le X^ F^ X^ ^5 • • • ? ne 
viene che il secondo membro delle (10) si riduce 
solo al primo termine e 7Ì resta eliminata la quan- 
tità t. Bisognerà dunque scegliere per F degli in- 
tegrali dell'equazione Xi^=0, la quale, come si 
sa, ammette n — ì integrali indipendenti Qi...iiw-i. 
Ponendo nella (IO) F eguale a ciascuno di questi, 
si hanno immediatamente le formole: 

tìi (X) = Q, (X) \ 
(11) 

le quali sono precisamente le prime n — 1 delle 
(7) del § 5, e che possono considerarsi come il ri- 
sultato della eliminazione di t dalle (9). llesta a 
trovare l'ultima delle (7) del § 5, e che deve con- 
tenere la t A ciò giungeremo se calcoleremo una 
tale i^n che Xi\i = ì; infatti allora ^^ii» = 0, 
X3a„ = 0,..., e dalla (IO), posto i^'=Qn, si 
ha senz'altro: 

n„ {X') = Qn {X) + t (12) 

Si vede quindi che la determinazione di Qn 
corrisponde precisamente alla determinazione so- 
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pra fatta della funzione ^n colla quale la X si ri- 
duceva a forma canonica^ nello stesso modo come 
la determinazione di Qj . . . Qw-i corrisponde a 
quella delle funzioni <Pi . . . 9w-i che sono servite 
alla medesima riduzione. Possiamo per ciò dire 
che i due problemi : Ridurre una X a forma ca- 
nonica^ e: trovare il gruppo canonico contenente 
la X data^ si equivalgono perfettamente. 

Possiamo inoltre anche dire: 

Data una trasformazione infinitesimale X, si 
può costruire un gruppo (il canonico) ad un sol 
parametro essenziale, contenente la trasformazione 
identica e la trasformazione infinitesimale data^ 
contenente inoltre di ogni trasformazione anche 
la inversa, e di cui le formole di trasformazione 
neir intorno della identica possono svilupparsi in 
serie come le (9), e quelle invece nell'intorno di 
una qualunque di esse, p. es,^ nell'intorno di quella 
di parametro t\^ si possono comporre come prodotti 
di quella di parametro ti (fissa), per quelle date 
dalle medesime (9) dove si ponga t — ti in luogo 
di t. Quest'ultima proprietà risulta evidentemente 
da considerazioni analoghe a quelle fatte alla fine 
del § 5. 

E utile notare che la formola generale (10) può 
scriversi simbolicamente: 

introducendo il simbolo operativo esponenziale e^^^ 
cui si può, per definizione, assegnare uno sviluppo 
in serie simile a quello che si avrebbe so l'espo- 
nente fosse una quantità effettiva. 
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§ 8. Proprietà varie dei simboli delle tras- 
formazioni INFINITESIMALI E RELAZIONI FRA 

LORO. Simbolo di Poisson e formola di Ja- 
coBi. Ordine di una trasformazione infini- 
tesimale IN UN DETERMINATO PUNTO. 

Si abbiano r trasformazioni infinitesimali: 



__'* . df. 

se con r arbitrarie funzioni ^i, • . . ^r, formiamo la 
combinazione: 

hx,f+\X2f+..:+KXrf, 

abbiamo evidentemente una espressione del me- 
desimo tipo delle X^ cioè il simbolo di un' altra 
trasformazione infinitesimale. Per ciascuna trasfor- 
mazione infinitesimale Xs, gli incrementi infinite- 
simi che ricevono le variabili orn , sono proporzio- 
nali alle quantità Ish] per questa nuova trasfor- 
mazione ottenuta linearmente dalle date , tali 
incrementi sono proporzionali alle medesime com- 
binazioni lineari delle ?, cioè alle quantità: 
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Si vede così che combiaando linearmente i sim- 
boli, restano combinati linearmente anche gli in- 
crementi che ricevono le x. 



Diremo che r trasformazioni infinitesimali sono 
semplicemente indipendenti^ quando i loro simboli 
X non soddisfano ad alcuna relazione lineare del 
tipo: 

e^X^f+e2X2f+... + erXrf=0, (1) 

dove le e sieno delle quantità non tutte zero, in- 
dipendenti dalle 0?, e diremo poi che le r trasfor- 
mazioni Xsono assolutamente indipendenti^ quando 
non esiste alcuna relazione lineare come (1), in 
cui le e possano essere anche delle qualunque 
funzioni delle .r. 

E evidente che se le r X sono assolutamente 
indipendenti lo saranno anche semplicemente, ma 
non viceversa. E evidente inoltre che per V indi- 
pendenza assoluta è necessario e sufficiente che la 
matrice: 



"•Il "»12 • • • -»!'* 






• ■ 



j j: e 

irl sr2 . . . ^rn 

sia diversa da zero- 

E facile far vedere che, se le variabili sonò w, 
f ra n -|- 1 simboli di trasformazioni iijfinitesimali, 
sussiste sempre una relazione lineare omoge- 
nea a coefficienti funzioni delle Xy cioè: n + 1 
trasformazioni infiyiitesimali in n variabili non 
poss-no mai essere assolutamente indipendenti. 



Cap. /, § 8. Simboli delle trasf» infinites. 73 



In effetti per la sussistenza del sistema: 

df , ■ . df 



X,f = ?n 



a-'^i 



+ . . . + ? 



in 



8^« 






deve essere zero il determinante: 



^1 / «»ii ... ?in 



^ '^n 



Xi+l f 5»i + l,l . . . ?«+!,« 



e quindi si ottiene appunto una relazione lineare 
nelle X. 

Abbiamo detto alla fine del § 6 che il simbolo 
X può anche considerarsi come un simbolo ope- 
rativo, e che gode di molte proprietà dell'ordina- 
rio simbolo di derivazione. È evidente infatti che 
esso gode della proprietà di potersi invertire col 
simbolo di somma, cioè che si opera su di una 
somma operandolo su ciascun termine ; è evidente 
anche che esso si opera su di un prodotto colla 
stessa regola con cui si fa la derivazione di un 
prodotto, ecc. 

Inoltre operiamo il simbolo X su di una fun- 
zione composta: 

dove le o, ^J^, . . . , sieno funzioni delle oc. Non c'è 
allora che applicare l'ordinario teorema di cai- 
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colo per ricavare la forinola: 

AY(?, ■1', • . •) = |{ X? + I^X'}- + . . . , 

• ' * • • 

analoga a quella per la derivazione di una fun- 
zione composta. 

Dati due simboli X, non sussiste però la pro- 
prietà commutativa, cioè operando prima coll'uno 
e poi coir altro, non si ha in generale lo stesso 
che operando prima col secondo e poi col primo. 
Indicando con Xi Xj f il risultato di questa dop- 
pia operazione fatta su f, non si ha perciò che è 
zero la differenza: 

Xi Xj f— Xj Xi fy 

Questa combinazione fatta coi due simboli Xi , 
Xj , la indicheremo brevemente col simbolo: 

{Xi Xj ) f, (2) 

che si suol chiamare la parentesi di Poisson, 

E importante far vedere che il simbolo (2) è 
anch'esso del medesimo tipo delle X, cioè è li- 
neare, omogeneo, nelle derivate di 1.® ordine di /, 
e non contiene quelle di 2.® ordine. Infatti: 

Xjf=lyH ^^ 



h=i d ^h 



e permutando in questa formola i con j e h con 
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A', e sottraendo, risulta: 



= S {Xi Ijh — Xj wi) -^-— • (^) 

Con ciò è dimostrato il nostro assunto, e si vedo 
poi ancora in che modo sono formati i coefficienti 
del nuovo simbolo che si viene ad ottenere; essi 
sono eguali alle differenze dei risultati delle ope- 
razioni Xi e Xj rispettivamente sui coefficienti di 
egual posto in Xj e Xi . 

Si può notare la seguente altra formola di fa- 
cile dimostrazione : 

( 'f (.r) . Xi + 'M^) . ^2 + . . . , ^3) r = 

= '^ (x) AX,X,) f+ '}t(.r) AX^X^ f - . .. 
-X,^(x).X,f-Xsl(x).X2f-.^. 

E notevole inoltro la seguente identità, detta 
di Jacobi: 

((^1 X2) X,) + ((.Y2 X3) Xi) + ((X3 A',) X2) = 0. 

Per dimostrarla osserviamo che : 

(Al X2) = JCi X2 — X2 A 1, 

o quindi: 

((X, X2) X3) = (Xi X2) X, - X, (Xi X2) = 

= A 1 X2 A3 — X2 X\ A3 — A3 Al Ag -|- A3 X2 Xi' 
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Permutando circolarmente gli indici 1, 2, 3 e 
sommando si ha la sopradetta relazione. 



Altre identità fra i simboli X, sono quelle con- 
tenute nella mia Nota : Sopra alcune identità fra 
i simboli operativi rappresentatiti trasformazioni 
infinitesime (Rend. Ist. Lomb. (2), v. 34, 1901), 
ed esse servono per risolvere un problema inte- 
ressante relativo al prodotto di due trasformazioni 
finite. 

Ci limiteremo qui ad esporre solo il risultato 
che si ottiene, rimandando per magjj^iori partico- 
lari alla Nota succitata e a quella, che ad essa fa 
seguito, intitolata: Sulla formola del prodotto di 
due trasformazioni finite eoe, (Rend. Ist Lomb. 
(2), V. 34, 1901.) 

Si abbiano h simboli X[ . , , Xh di trasforma- 
zioni infinitesimali, che possiamo supporre tutti 
fra loro diversi o anche alcuni fra loro eguali. 
Formiamo i prodotti di essi scambiando l'ordine 
dei fattori in tutti i modi possibili, in modo da 
ottenere prodotti in generale fra loro diversi; se 
fra i simboli X ve ne sono a eguali ad Xj, 8 
eguali ad X2, ecc., in modo che a -f 3 . . . = /j^ il 
numero dei prodotti fra loro diversi sarà natural- 
mente —.-TV. La somma di tutti tali prodotti la 
a !p ! 

chiameremo una somma elementare di operazioni 
di ordine A, e le X^^ , X.f ... le chiameremo ope- 
razioni componenti. 

Il risultato che si deduce dalle considerazioni 
svolte nella suddetta Nota è contenuto nei se- 
guenti enunciati: 
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In primo luogo, la operazióne di ordine k: 



{^)x,rX,^-r^ 



(4) 



può esprimersi linearmente mediante somme ele- 
mentari di ordine A, le — 1, /<; — 2, . . . ; la costru- 
zione di queste e la determinazione dei rispettivi 
coefficienti numerici si ottiene poi nel seguente 
modo : 

Si formino m parentesi del tipo: 



I -Ai'i (A^ig . . . \2Lis \^\ -^2)) • • •) 1 



(5) 



dove gli s indici ii . . . is , hanno i soli valori 1 e 
2, combinati in un modo arbitrario; il numero 
complessivo v delle X^ che figurano in questa pa- 
rentesi non sia però superiore ad r, e il numera 
complessivo w delle Xi non superi i — r; quindi, 
poiché almeno una X^ c'è in ognuna di queste 
parentesi, si avrà m^i\ e inoltre v^r^ iv^k — r, 
m s^ r ; il numero s e gli indici ii . . . is variino in 
generale da una all'altra delle m parentesi co- 
struite, non essendo però escluso che alcune o 
tutte di queste sieno identiche. 

La somma elementare S le cui componenti sono 
Xi^'^'^^j Xg'*"*', e le m parentesi (5) è uno dei 
termini dello sviluppo che qui si considera, e que- 
sto sviluppo si ottiene perciò formando in tutti i 
modi possibili queste somme elementari S; e fa- 
cendone una combinazione lineare con coefficienti 
che resta ora a indicare. 
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La somma elementare S è di ordiue: 
k — r — w ~{- r — V -\- m = k -\-m — v — w^ 

cioè di ordine: 

k — t, 

se porremo tv ■}- v — m = t; il coefficiente fiume- 
vico di S sarà allora: 

k{k-ì),..(k — t+ l)r, 

dove r è mia quantità che non dipende da i, ma 
solo dalle operazioni componenti della somma ele- 
mentare S. 
Si ha quindi: 

l^]x.fX^^-''=2'c{k-l).,.{k—t+ì)r.S, (6) 

in cui il sommatorio 21 si estende a tutti i possi- 
bili S, 

llesta ora a indicare come si determina T. 

Consideriamo perciò la serie di operazioni: 

(X, X,), (Xi (Xi Xi)), (Xi (Xi (Xi XM ■ ■ ■ 

e ad ognuna di queste facciamo corrispondere or- 
dinatamente uno dei numeri y', Y\ Y'\ • • • legati 
dalla legge di ricorrenza: 

mentre alle operazioni Xi e X^ facciamo corri- 
spondere il numero 1, che per analogia indiche- 
remo con Y^^^ . Infine a ciascuna parentesi più ge- 
nerale, cioè come la (5), in cui le X dalla prima 
sino alla penultima non sono tutte Xi ma premi- 
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scaamente Xi e X^ si faccia anche corrispondere 
un numero determinato, il quale è dato da una 
legge più complessa, e che io ho determinata per 
alcuni casi, come dirò più sotto. Il risultato per 
la determinazione di T è intanto il seguente: 

Il coefficiente numerico r contenuto nella for^ 
mola (6) è eguale al prodotto dei numeri coordi- 
nati a ciascuna delle operazioni componenti di S, 

Per semplicità indichiamo con: 

{XuXi..,.Xt.XiX2) (7) 

il simbolo (5); la determinazione dei numeri coor- 
dinati a ciascuna (7) l'ho fatta per tre casi, e cioè: 
quando l'i = I2 = ... == i« = 1 ; quando ii = i^ = ... = 
= Ì8=^2; e infine quando uno solo degli indici 
t'x I . . • is è eguale a 2 e gli altri sono eguali a 1 (v. 
la mia Nota in Rend. Ist. Lomb. (2), t. 35, 1902, p. 555). 
Il risultato relativo al primo caso à stato enun- 
ciato alla pag. precedente; gli altri due sono: 

Enumero coordinato a: \X2^uX2XiX^} è -yin+i)^ 
e quello coordinato a : \Xi ... Xi X^ Xi ... XiX^Ì è : 

i5 r— \ n J 

Notiamo infine che dei numeri y tutti quelli di 
indice dispari (meno yO sono zero, e che essi hanno 
una facile relazione coi numeri Bernoulliani (y. 
note in fine al yolume). I loro yalori sono: 
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È utile ora introdurre il concetto di ordine di 
una trasformazione infinitesimale in un detcrmi- 
nato punto» 

Si abbia un punto di coordinate oo^i , e suppo- 
niamo che i coefficienti ;i . • . 5n della trasforma- 
zione infinitesimale sieno delle funzioni regolari in 
tal punto, cioè a dire che nell'intorno del mede- 
simo, esse possano svilupparsi in serie ordinate se- 
condo le potenze intere positive delle differenze 
{Xi — x^i ). Immaginando eseguiti questi sviluppi 
per tutte le ^, e sostituiti in: 

raccogliamo insieme i termini del medesimo or- 
dine nelle differenze {Xi — x^i ), e supposto in ge- 
nerale che sia k l'ordine più basso sotto cui com- 
pariscono queste differenze negli sviluppi di tutte 
le ^, otterremo la (8) scissa nella somma di tante 
trasformazioni infinitesimali, di cui la prima ha 
per coefficienti delle funzioni omogenee intere di 
grado k nelle differenze {xi — x^i ), la seconda ha 
per coefficienti delle analoghe funzioni, ma di 
grado À; + 1, e cosi di seguito; diremo che la tras- 
formazione infinitesimale data, la quale sviluppata 
nel modo detto dà luogo ad uno sviluppo che co- 
mincia con termini di ordine i, è di ordine k re- 
lativamente al punto x^i che si considera. 

E chiaro che due trasformazioni infinitesimali 
le quali, rispetto ad un determinato punto, sono 
di ordine diverso, certamente saranno fra loro sem- 
plicemente indipendenti (v. pag. 72) e anzi può dirsi 
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di più: che saranno certamente semplicewiente in- 
dipendenti due trasformazioni, che sieno del me- 
desimo ordine in un determinato punto, se lo sono" 
i due termini di ordine più basso coi quali comin- 
ciano gli sviluppi in serie delle due trasformazioni 
date* 

Supponiamo date due trasformazioni infinitesi- 
mali, X e r, di ordini k e A, per il punto x^i , 
e cerchiamo T ordine, per il medesimo punto della 
trasformazione rappresentata dalla parentesi (XY). 

Adoperando la formola (3), si vede che i coef- 
ficienti di (X Y) sono: 



«=i \ dxs dxs ì 



se ;, fi sono rispettivamente i coefficienti di X 

e r. 

Ora supposto che le \ sieno di ordine k nelle 
differenze (xi — x^i ), e che le r^ sieno di ordine 
A, poiché le loro derivate saranno rispettivamente 
di ordine k — 1 e A — 1, si ha: 

Se gli ordini di X e Y in un punto x^i sono 
rispettivamente k e A, l'ordine della (X Y) è al- 
meno k + h — 1. 

E importante notare che V ordine k di una tras- 
formazione infinitesimale X in un punto x^i non 
si altera con una trasformazione delle variabili, 

SupponiamQ infatti di mutare le variabili X in 
altre variabili y, con formolo: 



yn = ?« (^1 . . . Xn ), 
Pascal. 6 
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le quali abbiano, al solito, la proprietà di potersi 
risolvere rispetto alle x, cioè che il determinante: 

d(XiX2.., Xn ) ' 

sia diverso da zero, e supponiamo che le y sieno 
funzioni regolari nel punto x^i , e che quindi si 
abbiano gli sviluppi: 

yj = y^j + i «y« i^^i —oo^) + ... (5) 

In questi sviluppi le ai non possono essere tutte 
zero, anzi non possono neanche essere tutte zero 
quelle di cui il primo indice sia il medesimo, giac- 
che il determinante delle a non è altro che il de- 
terminante funzionale delle y rispetto alle r, per 
il punto x^i , e tal determinante funzionale noi lo 
supponiamo diverso da zero. 

Come sappiamo dal § prec. i coefficienti della 
trasformazione infinitesimale trasformata , sono 
dati da: 

Xyj, 
cioè: 

^. . dyj 

e se indichiamo con ; la parte di ordine k dì 
^e , ed osserviamo che: 

dyj _ , 
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si ha che i termini di ordine più basso di Xyj sono: 

8=1 ^ 

i quali non possono essere tutti zero^ perchè altri- 
menti dovrebbe essere zero il determinante delle 
a, contro l'ipotesi. Dunque effettivamente l'ordine 
k non muta. 



Noi sappiamo (v. § prec.) che dato un punto e 
una trasformazione infinitesimale X, resta indivi- 
duata in generale una direzione passante per il 
punto, e i coseni di questa sono proporzionali ai 
valori che i coefficienti ? di X acquistano nel 
punto. Se ora noi supponiamo che la trasforma- 
zione infinitesimale sia, rispetto a quel punto, di 
ordine maggiore di zero, allora è evidente che 
tutte le \ si annullano per quel punto, e quindi 
la direzione di cui si parla resta indeterminata. 

Completando dunque un teorema dato nel § prec, 
noi possiamo dire che una trasformazione infini- 
tesimale determina una direzione passante per un 
dato punto, quando essa è di ordine zero per quel 
punto, ma non più quando è di ordine maggiore 
di zero. Quando si verifica quest'ultimo caso, noi 
diremo che la trasformazione infinitesimale lascia 
stabile * il punto e quindi possiamo ora enunciare 
il teorema: 



* Nell'opera di Lie-Enoel per indicare questo concetto 
si dice che la trasformazione infinitesimale < in Riihe Uisst » 
il punto. 



84 Cap, J, § 9. Prodotto di due trasform. finite. 

Vita trasformazione infinitesimale che rispetto 
ad un punto è di ordine maggiore di zero^ lascia 
stabile quel punto. 



§ 9. FORMOLA PER IL PRODOTTO DI DUE TRASFOR- 
MAZIONI FINITE DATE SOTTO LA FORMA CANO- 
NICA. 

Si abbiano due trasformazioni sotto la ordinaria 
forma canonica (v. pp. 59 e 70): 

t t^ ^ 

x'i =Xi + — Xi Xi + — Xi^Xi+.,. = e*^^ . Xi j 

1- ^- f(l) 

dove le Xi^ Xg sono ì simboli di due diverse tra- 
sformazioni infinitesimali, e i, f sono i parametri 
delle due date trasformazioni finite. Nella seconda 
di queste formolo bisogna intendere naturalmente 
che la X2 sia scritta nelle variabili x' anziché 
nelle ir; trasformando però le ^' nelle x possiamo 
sempre intendere che X2 sia espressa anch'essa 
nelle x^ come X^. 

Il prodotto delle due trasformazioni (1) potrà 
naturalmente porsi anch'esso sotto forma cano- 
nica, cioè sotto la forma: 

x"i=Xi + — Zs^* +—X^^Xi + ... = e^^.Xi (2) 
e la quistione che ora si presenta naturale, è la 
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determinazione della trasformazione infinitesimale 
X3 la quale dovrà risultare composta mediante le 
X\ e X2. Non è a mia notizia che questo problema 
sia stato ancora risoluto; di esso ho trattato nella 
mia Nota intitolata: Sulla forinola del prodotto 
di due trasformazioni finite ecc. (Rend. Ist. Lomb. 
(2), V. 34, 1901.) Se X^ ^ Xi la X3 è uguale alla 
(t + t^)Xi\ ma noi vogliamo considerare il caso 
in cui X2 e Xi sieno affatto indipendenti T una 
dall'altra. 

La dimostrazione della formola che otterremo 
si fonda sulle identità generali riassunte nel pre- 
cedente paragrafo; ma una volta trovata quella 
formola, essa, ha il vantaggio di potersi conside- 
rare come una fonte unica da cui possano rica- 
varsi una serie di risultati, che negli studi sulla 
teoria dei gruppi di trasformazioni sono noti per 
vie molto diverse fra loro. 

Eliminando fra le (l) le a?' si ha la formola 
del prodotto, prima di tutto, sotto la forma; 

a?",- = Xi + j^^i ^i+Y^X.^^i + . .. + 

+ Y^X^Xi +^^X, X,Xi + -X^X.'Xi +...j-h 

-t 
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che può scriversi anche: 
a/'/ = Xi + (tX^\ t' Xg) Xi f 



+ ^ (V' Xi^ ^2tt' X Xi + ^'2 AV) .r, ^ } (3 

+ ^At^ X^^-\-^tH'X^X^^ rm'^XiX^^t'^Xi).ri +.... 

Per risolvere ora la quistione propostaci dob- 
biamo cercare di trasformare i termini di 2**, 3*», . . . 
ordine in tale formola in modo che ridotti ad una 
somma di termini di ordine diverso, e raggrui>- 
pati poi tutti i termini del medesimo ordine, ri- 
sulti che l'assieme di tutti quelli di ordine le sia 

esattamente, a meno del fattore 7-7, la k^^ po- 

k\ 

tenza della somma di quelli di primo ordine. 

Un termine qualunque di ordine k della for- 
mola (3) è dato, a meno del fattore — t^~^ t'*' , 

k i 

dal risultato della operazione: 



e) 



X/Xi^-'\ (4) 



applicata su Xi . 

Ora applichiamo a ciascun termine come (4) il 
teorema del § prec. (pp. 77-79) facciamo variare 
^' da 2 a e», ed r da a A:, e raccogliam.o tutti i 
termini di un determinato ordine p. es. k. 

Un primo termine di ordine k risulta dallo svi- 
luppo di quelli che si presentano di ordine k nella 
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_ , . , .._ — — - — I ■- 1 I ■ — -^ 

forinola (3), ed è: 

■i, f^ - '■ V S (X^^"- ; X/ ), 

intendendo con: 

S(X,*-'-;X/), 

la somma elementare di cui le componenti sono 
Xi^-^ e X/ , Facendo variare r da a i, si ha: 

l-.Ìt^-rf^S{X,''-r',Xf). (4) 

Ora questa espressione non è altro che: 

L[tx, + t'X,]^, 

quando questa k^^^ potenza si esegue non ammet- 
tendo, naturalmente^ che si abbia la commutatività 
del prodotto di Xi per X^* 

Un secondo termine di ordine h risulta dallo 
sviluppo di quelli che si presentano di ordine A + 1 
nella formola (3) ed è: 

^ tf^-r <''•+! [k f 1) y' S (^2*-'--» ; X^r ; {X, X^)\ 



{h + 1) ! 

intendendo con S(Z|* '-i;X8'- ; (Zj Xj)) la som- 
ma elementare di cui le componenti sono: 

Xi*-'--», X2-, (XiX^), 

ed essendo, come sappiamo, (k -\-\) y' il coeffi- 
ciente di una tale S. Facendo variare r da a 



l 
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k — 1 si ha iu complesso : 
^ 7' ""S t^-*-^ . t'^' .tt\S (Xi*-'-i ; Z/ ; (Xi Xg)). (5) \ 

le ! r=Q 

Similmente dai termini che si presentano di or- 
dine A + 2 in (3), colla solita decomposizione si 
avrebbero, fra gli altri, i seguenti: 

Trl-^y ^''-''~' ^'''+' (^ + 2) {k 4- 1) Y' X 
(le + 2) ! 

e sommando da r = ad r = /j — 2 si ha : 
A y'' Y^^'-'* -.^''' .e'^'2/S(X,*-'-'2; X2- ; {X, X^y\ (6) 

e COSÌ di seguito. 

Ora la somma delle (4) (5) (6) e delle analoghe 
seguenti non è altro che: 

i [t Xi + t' X2 + t'tt' (Xi X2)? , 

quando al solito si intende eseguita questa i'"* pò- 
. tenza tenendo conto che non esiste la commutati- 
vità dei prodotti di Xi per X^ per (Xi X2). 

Le considerazioni qui fatte bastano per far com- 
prendere che il problema che ci siamo proposto, 
cioè la determinazione della trasformazione infi- 
nitesimale X3 della formola (2), resta risoluto me- 
diante la decomposizione generale di cui abbiamo 
trattato nel precedente paragrafo (pp. 77-79). 



-l- 
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Senza indugiarci in altre parole e in altre con- 
siderazioni, che non avrebbero alcuna sostanziale 
dififereuza da quelle fatte di sopra, possiamo con- 
chiudere che la trasformazione infinitesimale X^ 
relativa al prodotto delle due assegnate trasfor- 
mazioni finite è data dalla formola: 

ì- t'^ ^ 2 t*»-^€mn (-— ^J— ^-^!^^~^ I ( ^^^ 
mzzl n=0 W^l • • • -^1 -^2 -^1 • • • -^1 Xo] 

+ . . V ' 

di cui ogni termine è una trasformazione infini- 
tesima del tipo (7) del § prec,^ e questa è molti- 
plicata per quel coefficiente numerico che è ad 
essa coordinato secondo il teorema dello stesso §^ e 
per t e t' elevate a potenze eguali rispettivamente 
ai numeri delle volte che Xi e X^ compaiono nella 
sua espressione. 

I numeri y con indice dispari sono zero 1 meno 

y' che è eguale a — ^ l gli altri sono determinati 
dalla formola di ricorrenza: 

. 1 „ 2 n — 1 

■^2m-1! ^ 2.(2n+l)!""^' 

e i coefficienti Cnm si esprimono mediante i y colla 
formola (v. pag. 79): 

1 ''^ hi { r A- \\ 

Ciwn = — -^ 2; (— 1)M Y{«+r+l) Y(^«-r) . 

^ r=tì \ n I 
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§ 10. Le espeessioni X/*considebate come pbimi 
membri di equazioni a derivate parziali. 
Sistemi completi di equazioni Xf'^O. 

Eguagliando a zero una espressione Xf: 
Xf=2ÌH-^:=^0, 

si ha una equazione a derivate parziali, di primo 
ordine, lineare, omogenea, nei cui coefficienti non 
entra la funzione incognita f. 

Supposto che si abbia un sistema di r di tali 
X, si ha un sistema di r equazioni: 

^1/^=0 Xrf=0 (1) 

della specie suindicata. 

Fra le proprietà delle espressioni X, e quelle 
degli integrali soluzioni comuni di questo sistema, 
sussistono alcune relazioni che vogliamo passare 
ad esporre. 

Prima di tutto è chiaro ohe se vogliamo trat- 
tare delie soluzioni comuni del sistema, sarà inu- 
tile considerare quelle X le quali possono espri- 
mersi linearmente (con coefficienti anche variabili, 
cioè funzioni di x) per mezzo di altre del mede- 
simo sistema, giacche le corrispondenti equazioni, 
essendo sempre soddisfatte dalle soluzioni comuni 
alle altre, non possono portare alcuna influenza 
sul problema che ci occupa. 
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Immagineremo dunque che fra le X non sus- 
sista alcuna relazione lineare a coefficienti qua- 
lunque, variabili o no. 

E chiaro inoltre che r deve essere minore di w, 
perdi}, il sistema (1) ammetta una soluzione di- 
versa dalla soluzione evidente: 

f=cost 

Giatìchè se r fosse eguale o maggiore di w, per 
la loro coesistenza per una medesima /", di cui le 
derivate non sieno tutte zero, e che quindi non 
sia /*=cost., bisognerebbe che la matrice: 






>»1M 






sia identicamente zero, cioè che tutti i determi- 
nanti di ordine n, in essa compresi, sieno zero, e 
di qui, per proprietà note dei determinanti nulli, 
si ricaverebbe che gli elementi di una linea sa- 
rebbero le medesime combinazioni lineari degli 
elementi delle altre linee, il che è contro l'ipotesi 
della indipendenza lineare delle (1). 
Se formiamo la combinazione: 



{XiXj)f=0 



(2) 



otteniamo una nuova equazione della medesima 
specie, ed è facile dimostrare che essa è soddi- 
sfatta dalle medesime f che soddisfano le equa- 
zioni : 

Xif = e Xjf^Q\ 
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giacche se /" è soluzione comune di queste due, 
sarà anche identicamente: 

XiXjf = e XjXif = 

e quindi anche: 

{Xi Xj - Xj Xi) f= {Xi Xj) f=:0. 

Da ciò risulta una conseguenza importante: 
Può avvenire che l'equazione {Xi XJ) f=^0 sia 
una comhinazione lineare delle (l), e allora sarà 
inutile considerarla; ma può avvenire anche che 
essa non sia combinazione lineare delle (1), e al- 
lora, se noi la aggreghiamo al sistema (1), ciò non 
modificherà le soluzioni comuni, perchè la nuova 
equazione aggiunta è soddisfatta dalle medesime 
funzioni che soddisfanno le primitive. Onde ag- 
gregando alle (1) tutte le possibili (2) che non 
sieno combinazioni lineari delle precedenti, e indi 
sul sistema così ampliato, operando similmente, e 
così di seguito, verremo ad ottenere infine un si- 
stema composto di un maggior numero di equa- 
zioni, fra le quali non sussiste alcuna relazione li- 
neare, ma di cui le soluzioni comuni sono precisa- 
mente le stesse di quelle che erano riguardo al 
semplice sistema dato. 

Procedendo nel modo indicato, si dovrà neces- 
sariamente giungere a costruire, dal dato, un si- 
stema tale che formando su esso tutte le combi- 
nazioni (2), si hanno sempre equazioni che sono 
combinazioni lineari di quelle del sistema; giac- 
che se ciò non avviene, continuando il procedi- 
mento, si giungerà certamente ad ottenere un nu- 
mero di equazioni eguale o maggiore di n, e ai- 



Clip* 7, § 10. SisU completi di equaz. Xf=0, 93 

Iona r unica soluzione comune del sistema è la 
soluzione /'=cost. 

Possiamo dunque conchiudere che si potrà sem- 
pre costruire un sistema tale che tutte le {Xi Xj) 
sieno combinazioni lineari delle X. 

Un sistema di tale specie lo chiameremo com- 
pleto: si può dunque rendere sempre completo un 
sistema dato^ e perciò si potrà sempre supporre, 
per la ricerca delle soluzioni comuni, che il si- 
stema (1) sia completo. 

Se i primi membri delle equazioni del sistema 
sono assolutamente indipendenti (v. pag. 72), di- 
remo che il sistema completo è irreducibile. 

Noi non possiamo entrare nella trattazione det- 
tagliata di questo problema, la cui teoria appar- 
tiene a quella dei sistemi di equazioni a derivate 
parziali, e che si collega strettamente con la teo- 
ria delle equazioni ai differenziali totali di primo 
ordine; solo ricorderemo qui il risultato della ri- 
cerca, della quale si sono occupati Deahna {Creile^ 
20), Natani {Creile^ 58), Ad. Mayeb {Math. Ann,^ 
5), FaoBENius {Creile^ 82), ecc. 

Il risultato è che : un sistema completo irredu- 
cibile di r equazioni come le (1), ad n variabili^ 
ammette sempre n — r integrali indipendenti^ co?i 
altrettante costanti additive. 

Sono poi facili a dimostrare i seguenti teoremi, 
su cui per brevità non ci fermeremo: 

Da un sistema completo^ operando un cangia- 
mento di variabili si ha ancora un sistema com- 
pleto. 

Se si ha un sistema completo e ad un assieme 
di alcune o tutte le sue equazioni si sostituisce un 



94 Cap. /, § 10. Sist, completi di equaz. Xf=0. 



assieme equivalente (cioè le cui equazioni sieno 
combinazioni lineari indipendenti delle antiche) 
si ha ancora un sistema completo. 

Dato un sistema completo di r equazioni ed una 
funzione j (a^i . . . Xn-t) di n — r delle variabili, 
si può sempre trovare un integrale tale che per 
Xn-r^\ = «1 , . . . .Tn = «r, V integrale si riduca a 
quella funzione ^ delle altre variabili. 

Se u è un integrale del sistema completo^ e 
Vi ^2 • • • ^« sowo altri s integrali indipendenti 
tra loro e da ti , ricavando dalle equazioni 
V\ = Ci, . ,Vs = Cs, dove le e sono delle costanti 
arbitrarie^ i valori di un sistema di variabili^ 
p, es, or^, . ,Xs^ e sostituendo questi in w, si ottiene 
ancora un integrale del sistema. 

Vogliamo infine notare sui sistemi completi un 
altro teorema il quale ci servirà qualche volta in 
seguito e la cui dimostrazione, che noi qui trala- 
sciamo, dipende dal legame, già ricordato, fra la 
teoria delle equazioni ai differenziali totali di pri- 
mo ordine completamente integrabili^ e la teoria 
dei sistemi di equazioni a derivate parziali, come 
quelle di cui qui ci occupiamo. 

Il teorema è il seguente: 

Dato un sistema di n — r integrali indipendenti^ 

^\(x) = Ci,,.. iln-r {X) = Cn-r (3) 

dove le e sono costanti arbitrarie^ e le ^ non sono 
legate da alcuna relazione^ si può sempre costruire 
un sistema completo di r equazioni a derivate 
parziali, lineari^ omogenee, di primo ordine, i cui 
n — r integrali indipendenti sono proprio gli in- 
tegrali (3). 
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Per il caso di r=l si ha un teorema che noi 
abbiamo già dimostrato in una nota del § 1. Per 
il caso di r qualunque la costruzione dell'indicato 
sistema si può fare procedendo coli' analogo me- 
todo ivi tenuto, e cioè eguagliando a zero r de- 
terminanti indipendenti di ordine n— r + 1 della 
matrice : 



df 



df 







d ^n~r 


d ^^n—r 


dor. 


JCn 



(4) 



in cui f h \\ simbolo di una funzione indetermi- 
nata. 

Si hanno allora equazioni le quali evidentemente 
ammettono per integrali tutte le (3). 

Resterebbe solo a dimostrare che tal. sistema è 
completo^ ma ciò ci porterebbe lungi dalla via che 
ci siamo proposto di seguire. 
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§ 11. Costruzione, mediante r trasformazioni 

INFINITESIMALI INDIPENDENTI, DI <X)^^' TRAS- 
FORMAZIONI AD r PARAMETRI ESSENZIALI. 

Siene date r trasformazioni infinitesimali sem- 
plicemente indipendenti, nel senso del § 8: 

e con dei coefficienti indipendenti da x, 

1 1 2i • • • ** 

formiamo la combinazione lineare: 

X=\X^ + \X^ + .,. + Ir Xr , (2) 

che sarà una nuova trasformazione infiaìtesimale. 
Noi sappiamo che ogni trasformazione infinitesi- 
male individua un gruppo di trasformazioni ad un 
sol parametro, le cui formolo sono: 

cv\=Xi+^Xxi+^X^:ri +...^e'^.pri(3) 

Ponendo per X il valore dato da (2), queste 
formolo (3) rappresenteranno trasformazioni dipen- 
denti dai parametri: 

Apparentemente in (3) compaiono r + 1 para- 
metri, cioè ^, ^i,...,^r, però è facile riconoscere 
che co-inparendo ogni ^ sempre moltiplicato per f, 
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i prodotti ^^i,...iV, funzionano ciascuno come 
un parametro solo. Quindi le (3) dipendono da 
non più di r parametri che potremo indicare ri* 
spettivamente con: 

VuV-2^'''?-r^ (4) 

Non si può affermare che tutte queste trasfor- 
mazioni, ottenute facendo variare i parametri (4) 
in tutti i modi possibili o solo in un certo campo, 
e non facendo variare solamente t e lasciando 
fissi gli altrij formino un gruppo; anzi vedremo 
in seguito che ciò non accade se non quando le 
X soddisfano a certe relazioni. Per maggiore ge- 
neralità supponiamo che le j^j . . . H^r non debbano 
acquistare tutti i valori possibili, ma solo quelli 
di un certo campo ad r dimensioni. Si avranno 
allora in ogni modo <x!^^ trasformazioni ovvero se 
ne avranno oo2(^-»), secondo che i parametri ja sono 
essenziali o no (v. § 1), 

La questione che ci proporremo ora è appunto 
questa: quando è che i parametri sono essenziali? 

Noi dimostreremo che condizione necessaria e 
sufficiente perchè gli r parametri (4) sieno^ nelle 
trasformazioni (3), essenziali^ è che le r trasfor- 
mazioni infinitesimali (1) sieno semplicemente in- 
dipendenti. 

Se infatti fra le (1) sussiste almeno una rela* 
zione identica lineare a coefficienti costanti, 

(?1 -Yi + . . . + Cr Xr = 0, 

almeno una di esse si potrà esprimere linearmente 
mediante le altre, e perciò sostituendo in (2) tale 
espressione, si ottiene una trasformazione infinite-» 

Pascal. * 7 
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simale composta come (2), ma con un numera mi' 
nore di termini, e quindi con un numero minore 
di coefficienti costanti; ma i coefficienti costanti 
che compaiono in (2), moltiplicati per t^ corrispon- 
dono ai parametri delle trasformazioni (3), dunque 
il numero di queste potrà essere al più <x)2{»— D, e 
quindi gli r parametri (4) non possono essere es- 
senziali. Resta ora a dimostrare la proprietà reci- 
proca. 

Per ciò fare consideriamo prima il caso in cui 
rt^Uj e la matrice : 



5u 



• • • 









• • • 






1 

I 



(5) 



non sia identicamente zero. Osservando allora che 
la matrice: 



dv\ 



Bh 



d x\ 

I — 

I 8yr 



d x' 



n 



dv-i 



non potrà neanche essere identicamente zero, per- 
chè questa, per i^i = Kg = . . . = V-r = 0, si riduce 
alla precedente, si ha che potrà scegliersi almeno 
un sistema di r fra le equazioni (3), le quali pos- 
sano risolversi rispetto a (^i,...[^r; sostituendo 
tali valori di }*i, . . . j^r , nelle rimanenti n — r fra 
le (3), otteniamo quindi al più n — r relazioni fra 
le x' e le -t\ 
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Ma se i parametri «a non fossero r essenziali^ 
cioè se potessero esprimersi per un numero mi- 
nore di altri parametri, allora eliminando tali al- 
tri parametri fra le (3), si dovrebbero ottenere re- 
lazioni fra le x' e le a; in numero certamente 
maggiore di n — r ; il che, come abbiamo visto, 
non può darsi; dunque gli r parametri sono es- 
senziali, quando «i verifichino le ipotesi anzidette 
cioè che ri^n e Isi matrice (5) è diversa da zèro. 

Non supponiamo che tali restrizioni, e adope- 
riamo il seguente artifizio per ridurci al caso pre- 
cedente. 

Introduciamo , insieme alle i^i, . . . Xn , altre 
/• — 1 serie di variabili congredienti che indiche- 
remo con Xn+ì . . . oc^rn , per modo che il sistema 
completo di tutte le variabili sia quello dato dalla 
seguente tabella: 

^«+1 X2ii 

CC2ni-l OC'ÒH > (^) 

Assoggetteremo le variabili comprese in cia- 
scuna delle linee di questa tabella alle stesse tra- 
sformazioni che le Xi, . , , Xn , indicando, al solito, 
con x'n-\-\ . . . x^tn , le variabili trasformate, e l'as- 
sieme di tutte le formolo così ottenute ci stia a 
rappresentare una trasformazione sola di tutte lo 
variabili del sistema (6); si ha così una trasfor- 
mazione ad r parametri in cui il numero delle 
variabili è rw, e quindi certamente maggiore p 
eguale ad r. 
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Chiameremo s la trasformazione relativa alle 
sole variabili Xi .» .Xn^ cioè quella data dalle (3), 
ed S la trasformazione ampliata relativa a tutte 
le rn variabili. 

Se gli r parametri non sono essenziali nella tra- 
sformazione s, ciò vuol dire che essi in (3) si pos- 
sono raggruppare in un numero, minore di r, di 
funzioni di essi stessi; ma allora, poiché le for* 
mole nelle quali entrano gli elementi della 2.* li- 
nea di (6), sono le medesime che le (3), nelle 
quali si sono cangiati i nomi delle variabili, risulta 
che anche in tali formolo i parametri possono rag- 
grupparsi nell'identico modo che prima; simil- 
mente accadrà per le formolo relative alle varia- 
bili di ciascuna altra delle linee di (6), e di qui 
si vede che in tutte le formolo della trasforma- 
zione totale S, i parametri si raggruppano sempre 
nell'identico modo, il che viene a dire che in S 
essi non sono essenziali; se noi quindi dimostriamo 
che i parametri ^ sono r essenziali per S», lo sa- 
ranno tali anche per s. 

Formiamo per S la matrice analoga a quella 
che è (5) per s. Le l comprese in (5) sono fun- 
zioni delle variabili della sola prima linea di (6); 
le medesime funzioni, ma scritte nelle variabili 
della seconda linea di (6) le indicheremo con: 



?«+l,r • . • ^2tt,r<i 



e similmente aumentando ancora di n il primo 
indice delle ? otterremo le ? scritte nelle variabili 
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della terza linea di (6) e così di seguito. La ma- 
trice richiesta è dunque : 



f • > 



^11 . . . i«l ^ii-f-^i^ • • • ^-;/,l • • . ^(r-r«-i-l,l . . . Wn^\ 






(7) 



Se almeno uno dei determinanti di ordine r di 
questa matrice non è zero, allora, ripetendo il ra- 
gionamento fatto per il caso sopra considerato, si 
deduce che i parametri sono essenziali per /S e 
quindi per s. Se invece la matrice (7) è zero iden- 
ticamente, allora fra gli elementi di una medesima 
colonna sussisteranno sempre le medesime rela- 
zioni lineari, omogenee: 

Ax ?i,i +- A^ ;,-,2 + . . . + ^r ;i,r = 0, (8) 

dove lo A sono in generale funzioni di tutte le x 
del quadro (6), e l'indice ì può variare da 1 ad 
r n. Facciamo variare i solamente da 1 ad n, e ab- 
biamo così n equazioni, le quali non possono essere 
tutte conseguenza di tutte le altre, altrimenti, es- 
sendo fra tutte le (8) esse sole quelle nelle quali 
le ; contengono le x della prima linea del quadro 
(6), ne verrebbe che queste x non contribuirebbero 
in nessun modo alla formazione delle quantità A^ 
cioè le A non dipenderebbero dalle ^«-i-i . . . cr^n. 
In tal caso le medesime prime n equazioni delle 
(8), ci mostrerebbero che fra le Xi, . . . X,- , scritte 
nelle variabili o)\^ . . . ìTh , sussisterebbe una rela- 
zione lineare, omogenea, a coefficienti non dipen- 
denti dalle variabili stesso, e quindi, contro Tipo- 
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tefli, tali A" non sarebbero semplicemente iudipon* 
(lenti. 

Dunque almeno una delle (8), in cui si fa va- 
riare i da 1 ad w, deve essere indipendente da 
tutte le altre; similmente si dimostra che al- 
meno una delle (8), in cui si fa variare « da w + l 
a 2w, deve essere indipendente da tutte le altre; 
e così di seguito, si ricava che delle (8) almeno r 
devono essere fra loro indipendenti. 

Ma il determinante di queste r equazioni lineari, 
omogenee, nelle J[, è uno dei determinanti di or- 
dine r della matrice (7), e quindi, giusta l'ipotesi, 
deve essere zero, dunque tali r equazioni sareb- 
bero invece dipendenti fra loro, contro quanto ab- 
biamo dimostrato. Dalla contraddizione risulta la 
dimostrazione del teorema. 



§ 12. Gruppi ad r parametri contenenti IìA 

TRASFORMAZIONE IDENTICA. 

Nel § precedente abbiamo visto in che modo, 
date r trasformazioni infinitesimali indipendenti, 
si possono costruire oo^'* trasformazioni ad r para- 
metri essenziali, le quali in generale non forme- 
ranno un gruppo. 

Ora vogliamo mostrare che dato un gruppo ad 
r parametri essenziali e contenente la trasforma- 
zione identica, quelle fra le sue trasformazioni che 
appartengono ad un certo intorno della identica 
possono sempre porsi sotto la forma indicata nel 
^5 precedente. 
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Consideriamo le equazioni differenziali caratte- 
ristiche (A) trovate nel § 4, cui soddisfano i se- 
condi membri delle formolo di trasformazione di 
un gruppo ad r parametri essenziali: 

^.— = i VM-'J') bi- (a). (1) 

aie j=ì 

Risolvendole rispetto alle ;, si hanno le formolo 
già trovate al § 4, e cioè: 

lA(*')=.Ì«y*^ (/ = !,...»•). (2) 

k=i ak 

Introduciamo delle quantità arbitrarie ^i, . • . ^r» 
moltiplichiamo il primo e secondo membro della 
(2) per V e sommiamo rispetto a j: 

Z h- Iju ix') = i 1^ i V ^Jk. (3) 
j^\ A:=i ak i=«i 

Ora, introducendo una variabile indeterminata 
t, di cui le a le consideriamo funzioni, poniamo: 

t& > dah ,.. 

2 ^jyk— -ff\ (4) 

j as 1 at 

con ciò non si è venuti però in alcun modo a 
limitare la variabilità delle a, che sono fra loro 
indipendenti, perchè in queste formolo entrano gli 
altri parametri indeterminati X^, ...>;. , e quindi 
in sostanza si son venute a considerare le r quan- 
tità a funzioni, oltre che di f, di altre r quan- 
tità. Le equazioni differenziali (4) servono, in altri 
termini, ad effettuare un cangiamento di pararne- 
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tri, introducendo i parametri t e X^ ... X^ in luogo 
delle a, nello stesso modo come nel § 5, abbiamo 
introdotto il parametro t in luogo di a. 

Non si creda d'altra parte che in tal maniera si 
sono venuti ad introdurre r + l, invece di r para- 
metri, perchè, come appare immediatamente dalle 
formolo (4), le quali restano inalterate moltiplicando 

t per lina indeterminata p, e le X per — , le a ri- 

P 
sultano dipendenti dai soli prodotti: 

Ammettiamo ora che il gruppo possegga la tra- 
òformazione identica, e a questa corrispondano i 
valori a® dei parametri. Le a ricavate dalle (4) 
verranno funzioni ancora di r costanti, ma se noi 
poniamo per condizione che per ^ = 0, le a si deb- 
bano ridurre alle a^ allora restano determinati i 
valori di queste costanti, e la trasformazione iden- 
tica del gruppo sarà quella che corrisponderà al 
valore zero di ^, cioè ai valori: 

V-l '■=^ '/2 ==••• = 1^2 = 0. 

Intervengono ora qui naturalmente considera* 
zioni analoghe a quelle già fatte nel § 5. Noi am- 
mettiamo che le funzioni ^ delle equazioni (1), e 
quindi le a, sieno funzioni regolari in generale 
solo per un certo campo ((a)), e che il punto a^ 
sia interno a tal campo. Esisterà allora un certo 
intorno finito di a^, compreso in. ((a)), in cui le a 
sono sviluppabili in serie di potenze intere, posi- 
tive delle differenze (ak- — a^k ), e gli integrali 
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delle equaziouì (4) saranno definiti solamente, in 
generale, per il suddetto intorno di a^, nel quale 
intorno solamente resteranno definite le V t = i^y 
per mezzo delle (4). Ammesso ora che reciproca- 
mente dalle medesime (4) restano definite in modo 
unico le a in funzione delie }>- in un certo intorno 
del punto p-i = . . . = (a,. = 0, cioè (lasciando fisse 
le ^ e facendo solo variare t) in un certo intorno 
di ^ = 0, ne risulta che colla apposizione delle (4) 
saremo venuti ad operare un cangiamento di pa- 
rametri, valevole solo per tutte quelle trasforma- 
zioni del gruppo dato, le quali appartengono ad 
un certo intorno della trasformazione identica. Le 
formolo che cosi otterremo non varranno quindi, 
naturalmente, per tutte le trasformazioni del gruppo 
dato, ma solo per quelle dell' indicato intorno, e 
per queste si verrà ad ottenere una forma cano- 
nica semplice, al cui studio basterà perciò limi- 
tare le nostre considerazioni. 
Poniamo: 

.7-1 

e dalle (3), (4) e (5) otteniamo: 



dxr 



h 



r 



h (r') = "^j- = _2 h yA (^), (6) 

le quali definiscono le x' come funzioni di ^ e delle 
À, e che devono risolversi con la coudizione che 
per ^ = le ^' si riducano eguali alle x. 
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Se noi fissiamo per le ^ dei valori determinati, 
le (6) definiranno ogni volta le trasformazioni di 
un gruppo ad un sol parametro, contenente la tra- 
sformazione identica, le cui formole, coinè nel § 6, 
sono: 

t i^ 

cc\-cch + —Xcch'\--^X^Xh-\',.. (7) 

e la cui trasformazione infinitesimale è: 

cioè è una combinazione lineare di r altre tra- 
sformazioni infinitesimali date da: 

Xj = I 'Vi ix)-^ 0" = 1 , . . . r). (9) 

Le trasformazioni (7), quando per t si scelga un 
valore di quelli compresi in un certo intorno di 
^ = 0, sono tutte contenute nel gruppo dato, per 
quanto si è già detto; esse formano un gruppo ad 
un parametro solo quando noi intendiamo fìsse le 
^; possiamo perciò dire che, il gruppo dato avrà 
comuni con ciascuno degli oc2(»'— i) gruppi ottenuti 
da (7) dando alle ^ tutti i loro possibili valori 
complessi, * tutte le trasformazioni di un certo in- 
torno di ^ = 0. 



* Si noti cho variando le >, che sono r, in tutti i modi, 
i grappi ottenuti da (7) sono evidentemente <»«(»^b e non 9o\ 
perchè moltiplicando tutte le ). per un fattore si ha sempre 
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Il supposto gruppo ad r parametri^ contiene 
dunque ciascuna delle trasformazioni infinitesimali 
di ciascuno di tali gruppi; in particolare contiene 
le r trasformazioni infinitesimali (9) ed in gene- 
rale contiene la trasformazione infinitesimale data 
da una qualunque combinazione lineare a coeffi- 
cienti costanti delle (9) stesse» 

Ricordando le cose dette nel § precedente, e 
mettendole in relazione con quelle dette ora, si 
vede che quelle fra le trasformazioni del supposto 
gruppo ad r parametri e che appartengano ad un 
certo intorno della trasformazione identica, poten- 
dosi sempre porre sotto la forma (7), sono le stesse 
di quelle ottenute con altri intenti nel § prece- 
dente; quindi ad esse possiamo applicare il teo- 
rema che a quelle si riferiva, e possiamo perciò 
dedurne che le r trasformazioni infinitesimali (9) 
sono fra loro semplicemente indipendenti. 

Concludendo possiamo perciò dire: 

Dato un gruppo ad r parametri essenziali^ e 
contenente la trasformazione identica^ quelle fra 
le sue trasformazioni che appartengono ad un 
certo intorno della trasformazione identica possono 
mettersi sotto la forma (7), ed esso contiene r 
trasformazioni infinitesimali semplicemente in- 
dipendenti, dalle quali quelle trasformazioni del 
gruppo stesso possono intendersi generate. 



n medesimo grappo, equivalendo ciò a mutare il valore di /. 
Osserviamo inoltre che se noi intendiamo come una sevi- 
pli'ce infinità T assieme di tatti i valori complessi di una va* 
rìabile, dovremmo scrivere (come usa scrivere Lie) oo»-' e 
non oc*(»^*); ma noi preferiamo scrivere nella seconda ma- 
niera, seguendo così anclie il modo adottato nel § 1. 
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E utile osservare che se è vero che le (7) for- 
mano un gruppo quando lascio fisse le \ non si 
può affatto affermare che lo stesso accade facendo 
variare le X; anzi possiamo dire che in generale 
ciò non si verifica se non quando fra le X sus- 
sistono certe relazioni, delle quali tratteremo più 
tardi; le (l), come abbiamo detto altre volte, non 
sono perciò sufficienti a definire un gruppo. Lo 
scopo nostro in questo paragrafo, è stato solo 
quello di dedurre delle conseguenze necessarie dalla 
supposta esistenza del gruppo ad r parametri con- 
tenente la trasformazione identica. 

Facciamo ancora la seguente osservazione: co- 
nosciuta la trasformazione infinitesimale generale 
appartenente al gruppo, sono conosciute le fun- 
zioni ^h della fprmola (5), e quindi si possono im- 
mediatamente formare le equazioni differenziali 
(6) caratteristiche del gruppo stesso; quindi pos- 
siamo dire che la conoscenza della trasformazione 
infinitesimale generale appartenente al gruppo^ 
porta con sé quella delle equazioni differenziali 
caratteristiche e viceversa» 



Come esempio, scegliamo il solito esempio del 
gruppo proiettivo ad una variabile : 



a^co + a^ ' 

considerato nel § 4, per il quale, come abbiamo 
ivi trovato, le equazioni differenziali sono: 
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doo' _ 1 gy f 

d ai c/g — ai r/a a^ — a^ a^ 

d x^ a\ f «3 



- X ~ x"^ 



d 02 a^ — oi «2 g^ — «1 «2 

^' = 1 ^' .u ^^ ^'2 

3 da «3 — ^1 ^2 ' ^8—^1 (^2 ' 

per modo che le l{xj sono rispettivamente: 

Il gruppo proposto contiene la trasformazione 
identica, della quale i parametri sono: 

ai« = 0, «a'^^O, «3'=!, 

e le tre trasformazioni infinitesimali semplicemente 
indipendenti, come le (9), sono, nel nostro caso : 

-iV 1 = ~z , -.1^2 ^^ X 3 , ^13 = ^ 



per modo che la trasformazione infinitesimale ge- 
nerale (8) del grappo è: 

Per l'osservazione fatta sopra, si ha allora che 
le formolo di trasformazione del gruppo devono 
risultare dall'integrazione dell'equazione: 

\ -H >2 •^■' "^ ^3 ^'^ ' 

cui si riducono le (6) nel nostro caso, e di cui ve 
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ne ha appunto tre indipendenti col variare delle 
X in tutti i modi possibili ; questa equazione biso- 
j^na integrarla con la condizione che per ^ = 0, si 
abbia x' = .r. 
L'integrale della precedente equazione ò allora: 



= ev^ - 



0?'— 8 CC—y 

dove 3c e ? sono le due radici di: 

\ + h '^' + ^3 '^" = 0, 

e Y è il discriminante della medesima equazione. 
Si vede con ciò che si è appunto ottenuto il 
gruppo dato (scritto però naturalmente in para- 
metri diversi), perchè dalla precedente formola si 
ricava x' linearmente mediante •^. Risolvendo que- 
sta formola rispetto a a:' e paragonandola con 
quella data in principio, si troverebbero le rela- 
zioni fra i parametri antichi a e i nuovi, e tali 
relazioni devono accordarsi con quelle che si ri- 
caverebbero direttamente dalle relazioni (4) calco- 
late per il nostro caso. Ci dispensiamo però dall'ese- 
guire questa verifica. 



§ 13. PrOPHIETÀ di un assieme di OO^r TRASFOR- 
MAZIONI, I SECONDI MEMBRI DELLE CUI FORMOLE 
SODDISFANNO AD EQUAZIONI DEL TIPO {A) DEL 

§4. 

Come abbiamo già detto le equazioni differen- 
ziali (A) del § 4, se sono necessarie perchè si ab- 
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bia un gruppo^ noa sono però sufficienti. Ora vo- 
gliamo supporre di avere un sistema di 0^2** tra- 
sformazioni : 

x'h = fh (Pi , . .x,i^ «i . . . ar ) (A =^ 1 . . . w), (1 ) 

ad r parametri essenziali, e che i secondi mem- 
bri delle (1) soddisfino ad equazioni del tipo (^), 
cioè del tipo: 

^ = i U il') U («), (2) 

e ah j=i 

e vogliamo esaminare una proprietà generale di 
questo assieme di trasformazioni, su cui non fac- 
ciamo affatto l'ipotesi che esse formino un gruppo. 

Supporremo sempre, come al solito, che le ì e 
le l sieno definite come funzioni regolari solo in 
certi campi {(a)) e {(00)). 

Prima di tutto facciamo vedere che, supposti in 

(1) gli r parametri a essenziali, le funzioni ^ in 

(2) sono tali che il loro determinante è diverso da 
zero per tutto il campo ((a)), e le funzioni ; nelle 
medesime (2), per il campo ((^)), non possono sod- 

r 

disfare a relazioni lineari del tipo Y gj ìjh = 0, 

dove le g sieno indipendenti dalle a?'; cioè, se i 
parametri sono essenziali, le equazioni (2), oltre 
che essere del tipo delle equazioni (A) del § 4, 
sono soddisfacenti alle medesime condizioni che 
quelle. 

Se il determinante delle '\ fosse zero, fra le: 
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sussisterebbero le medesime relazioni lineari omo- 
genee qualunque sia /, cioè si avrebbe identica- 
mente: 

7.1 (a) '\j\ («) + ,.. fr (a) '\jr (a) = 0, 
per qualuntiue y. Dalle (2) quindi si avrebbe: 

A=l Clic 

per qualunque A, e quindi le x^h date dalle (1), 
soddisferebbero tutte a equazioni come le prece- 
denti, e perciò i parametri non sarebbero essen* 
ziali per quanto si è detto nel § 1. 

Essendo dunque il determinante delle 'f diverso 
da zero, risolviamo le (2) rispetto alle ;, ed otte- 
niamo: 

U {^') = i «>* (a) ~ . (3) 

k=\ Oh 

t 

Ora se le ; soddisfacessero a relazioni come: 

Ì^ylA = 0, (4) 

sostituendo in queste i valori (3), si avrebbe: 

e perciò, se le g fossero indipendenti dalle oi\ 
queste equazioni cui soddisferebbero le x\ sta- 
rebbero ancora a mostrare che i parametri nelle 
(1) non sarebbero essenziali, contro l'ipotesi. 
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Per troTare ora la annunciata proprietà delle 
(1), cerchiamo di ottenere le (l) stesse in un altro 
modo, e cioè con la diretta integrazione delle 
(2): è bensì vero però che non si possono otte- 
nere gli integrali delle (2), completamente deter- 
minati, se noi non fissiamo quali espressioni le et/ 
devono avere in funzione delle a?, per un deter'- 
minato sistema di valori delle a, che chiameremo 
a\ e ciò sempre per la stessa considerazione svi* 
luppata al § 5; ma supponendo conosciuta una 
sola delle (1), quella cioè che corrisponde ai va- 
lori a'i , . . . a\ dei parametri, e integrando le (2), 
sotto questa condizione, gli integrali che si otter- 
ranno dovranno esattamente coincidere con le (1) 
stesse. 

Per effettuare tale integrazione adoperiamo lo 
stesso artifizio già usato nel § precedente, cioè 
introduciamo le ^i, ... V e la f, e troviamo cosi, 
con gli stessi calcoli ivi eseguiti^ e con le stesse 
osservazioni (specialmente quelle riguardanti i 
campi di validità dei vari sviluppi) le equazioni 
(3), (4), (5) e (6) dello stesso §. 

Gli integrali richiesti sono allora quelli delle 
equazioni: 

"^ ^'^ = i; >^j i-A (o^o, (A*=i,...^) (5) 



dt 



j=i 



le quali devono integrarsi con la condizione che 
per ^ = le oo'h debbano diventare fh (a?, a'). L'u- 
nica differenza fra il caso attuale e quello del § 
precedente sta nel non supporre ora, come invece 
si supponeva prima, che i valori a', che allora si 
chiamavano a^, corrispondessero alla trasforma- 

PjiSCAL. 8 
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zioae identica, ovverossia che lo funzioni fh {^, «') 
si riducessero semplicemente ad Xh . 
Gli integrali delle (5) sieno: 

ii/i (a?'| . . . a?'« , \t,,,,,y^ri)=^ cost., 

i quali colla sopradetta condizione possono scri- 
versi : 

fì/i {.v\ . . . X'n , ^1 f, . . . , ^r ^) = ) 

= ^^h (fi (x, a') . . . fn [x, a% 0, . , . , 0), ) ^^^ 

le quali formole risolute rispetto alle x\ e sosti- 
tuendovi per \t^ . . , ^K t i loro valori in funzione 
degli antichi parametri a, devono dare esatta- 
mente le (1) purché ci limitiamo ad un certo in- 
torno del punto a.', che corrisponde a sua volta 
ad un certo intorno di ^ = 0. 

Ora si vede immediatamente che le (6) non sono 
altro che il risultato della eliminazione delle x'^u 
fra i due seguenti sistemi di formole.: 

x'\ = //i (a?i . . . cpn , a\.., a'r ), (7) 

ih {x\„. x'n , ^ t... K t) = ^h (x'\.., X"n , 0... 0; ; (S) 

in altri termini la trasformazione (6) non è altro 
che il prodotto delle due trasformazioni (7) e (8). 
Ora cosa è la trasformazione (8)? Essendo le 
i^h == cost., integrali delle (5), se noi consideriamo 
^1 . . . ^r come fissi e t come variabile, le (8) nou 
sono altro che le formole delle trasformazioni di 
un gruppo ad un parametro solo t^ e contenente 
la trasformazione identica per / = ; p ciò risulta 
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immediatamente dalle (8) stesse. Siamo così con- 
dotti ad enunciare la proprietà generalo cui ab- 
biamo accennato in principio, e che è: • 

Quelle fra le <x)2»' trasformazioni (1), in cui i 
parametri si suppongano tutti essenziali^ che sod- 
disfacciano alle equazioni differenziali (2), e che 
appartengano ad un certo intorno della trasfor- 
mazione coi parametri a\ possono sempre consi- 
derarsi come il prodotto di quella fissa coi para- 
metri a\ per una trasformazione (variabile) di 
una serie oo2(r-i) ^; gruppi ad un sol parametro 
t^ contenenti tutti la trasformazione identica e di 
cui le trasformazioni che si considerano^ sono 
sempre^ al solito^ quelle relative ad un certo intorno 
della identica, 

E da notarsi che la trasformazione infinitesimale 
appartenente al gruppo generale della serie (X)2(>*-i) 
di cui si parla nel precedente teorema, è: 



X = 



74=1 \ ^=1 



dxh 



dove le X sono delle costanti fisse. 

Questa trasformazione infinitesimale e evidente- 
mente combinazione lineare di r altre; ponendo: 



" d 



risulta : 



r 



X= V Ij Xj . 
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14. Gruppi ad r parametri in generale. Ke- 

LAZIONI CARATTERISTICHE FRA LE r TRASFOR- 
MAZIONI INFINITESIMALI DI UN GRUPPO AD V 
PARAMETRI AVENTE LA TRASFORMAZIONE IDEN- 
TICA. Secondo teorema fondamentale della 

TEORIA DEI GRUPPI. 

Date le solite equazioni differenziali: 

^ - i 5y/. ix') ^jk (a) (A = 1, . . . n) (1) 
ak y=i 



donde: 



l-ft (^') = i «ift («) ^ li = 1, • • • '•) (2) 



cui soddisfanno le formole: 

oo'h =^ fh («r, «1 . . . ar ) (/i = 1, . . . w), (3) 

di un gruppo ad r parametri essenziali, vogliamo 
ricercare in questo § se le l sono arbitrarie, ov- 
vero legate da qualche relazione. Troveremo, se- 
condo quanto abbiamo già annunziato nei § pre- 
cedenti, che tali funzioni non sono arbitrarie, ma 
che, formando con le e, nello stesso modo che nel 
§ precedente, i soliti simboli operativi X (i quali 
però nel nostro caso generale, in cui non presup- 
poniamo per ora che il gruppo contenga la tra- 
sformazione identica, non rappresenteranno più 
simboli di trasformazioni infinitesimali apparte- 
nenti al gruppo), fra queste X sussisteranno certe 
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relazioni; ed inoltre che relazioni analoghe devono 
anche sassistere fra certi altri simboli operativi 
analoghi alle X, ma formati invece che con le ;, 
con le a e quindi espressi invece che nelle va- 
riabili a?, nelle quantità a. 
Risolvendo le (3) rispetto alle x^ si abbia: 

xh = Fh {x\ a). (4) 

Si possono facilmente trovare delle equazioni 
differenziali cui soddisfano le Fh , giacché deri- 
vando rispetto ad a^, risulta: 

^. dFh dx'i dFk 

e moltiplicando per «jit, sommando rispetto a k^ e 
tenendo conto della (2), abbiamo: 

*^ ?) Fh *' 3 Fh 

Poniamo ora: 

n 



A V / y, d Fh 

Aj = 2. ^jk [a) ' — . 

A=l Clk 



(5) 



Avendo supposto in (8) i parametri essenziali, 
ne viene, nello stesso modo come sul principio del 
§ prec, (oltre che il determinante | '^ | delle ^di- 
verso da zero), anche la indipendenza lineare delle 
?! . . . Sr , e quindi la indipendenza lineare dello 
X\ . . .X'r . Dall'essere poi il determinante delle 
I anche diverso da infinito (perchè nel campo che 
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si considera ogni ^ è funzione regolare e quindi 
finita), ne viene che è anche diverso da zero 
quello delle « che è l'inverso di quello delle •{', 
(perchè ogni a e eguale ad un minore di ordine 
r — l di III diviso per | '^ \ stesso) e quindi 
facilmente anche Tindipendenza lineare delle A. 
Ponendo inoltre: 

X'j + Aj - lly , (6) 

consideriamo il sistema di equazioni a derivate 
parziali, di primo ordine, lineari, omogenee: 

"ii^=Q (y = l,,..r). (7) 

Evidentemente questo sistema di r equazioni, 
in cui figurano come variabili x\ , , , x'n , a\ .'. . a,-, 
in numero di n + r, è soddisfatto da tutte le fun- 
zioni F=Fh, che sono in numero di n; inoltre 
le sue equazioni sono linearmente indipendenti, 
per quanto si è ora detto. 

Esso ò della specie di quelli considerati nel 
§ 10; e possedendo almeno n integrali indipen- 
denti, cioè le Fk , non può che essere un sistema 
completo; perchè se non lo fosse, col procedi- 
mento indicato al medesimo § 10, aggregandogli 
altre equazioni del tipo (% i^i ) = 0, si potrebbe 
ridurlo completo, ma allora il numero dei suoi in- 
tegrali indipendenti (che è sempre eguale alla 
differenza fra il numero delle variabili, che nel 
nostro caso sono n + r^ e il numero delle equa- 
zioni del sistema ridotto completo), sarebbe mi- 
nore di n, il che è in contraddizione con quanto 
si è sopra detto. 
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Quindi le parentesi (fì^y ^i ) saranno esprimibili 
linearmente mediante le 12 stesse: 

(% li,- ) - 2 cjis ^s , (8) 

dove le e dovrebbero essere in generale funzioni 
delle 0?' e delle a; noi però dimostreremo che esse 
sono costanti» 

Prima di tutto, sostituendo per le i2 i loro va- 
lori (6), si ha: 

(Qy Qi ) = (XV Xr^ ) + {X'j Ai ) -^ 

+ {Aj X'i ) + {Aj Ai ), 
ma: 

perchè le variabili cui si riferisce il simbolo X' 
sono diverse da quelle cui si riferisce il simbolo 
^, e quindi resta: 

{Qj^i)^{X'jX\)^{AjAi\ 

per la (8): 

{X'j X'i ) + {Aj Ai)=2 cjis X's + i cjis As , 

8=1 8=1 

donde, sempre per il fatto che i simboli X* q A 
si riferiscono a due diverse categorie di variabili, 
si ottengono infine le due formolo: 

r 

\X j JL i ) = 2^ CJis X s 

• (9) 
{Aj Ai ) = 2 O's As , 
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Ora : 

{Aj Ai ) =; S (^j ^ìq — ^i yo) ^ — ' 
^'=1 ceto 

S OVs As = 2(2 O"»^ ^«? I o ~~ > 

quindi : 

r 

4^ Cj'is *8(» ^^ -^j ^f'i» ^ ^i ^Jo' 
S=r.i 

Queste ultime equazioni, facendo variare p, rap- 
presentano un sistema di r equazioni lineari nelle 
quantità cy»i, ov2, . . . o/r, e il determinante dei 
coefficienti, che è il determinante formato con le 
quantità «go, è diverso da zero per teoremi già 
diniostrati nel § 4; esse sono perciò risolubili ri- 
spetto alle e, per le quali daranno valori dipen- 
denti in generale solo dalle a e non dalle x\ 

Ma si può poi per di più dimostrare che le e 
non dipendono neanche dalle a; se infatti ope- 
riamo col primo e secondo membro della prima 
delle (9) su di una funzione qualunque f, che però 
non contenga le a, e poi deriviamo primo e se- 
condo membro rispetto ad ajt, otteniamo: 

yi d CjÌ8 ^r /.__ ^ 

Z, 'W~' A s / — u, 
8=1 Clh 

la quale, essendo f una funzione qualunque delle 
x\ è una relazione che non può sussistere, se le 
X's sono semplicemente indipendenti^ quindi i 

coefficienti ■ "*- devono essere zero, e perciò Iq 

sono indipendenti ^nohe dalle a^ 
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Possiamo dunque dire: 

Perchè le equazioni differenziali (1) possano de- 
finire un gruppo ad r parametri essenziali^ biso- 
gna che i simboli X' e A definiti dalle equazioni 
(5), soddisfacciano alle relazioni (9) dove le e sieno 
costanti. 

Ora noi sappiamo, dalle considerazioni svilup- 
pate al § 12, che se il gruppo ad r parametri 
contiene la trasformazione identica, le X^ sono 
simboli di trasformazioni infinitesimali (scritte 
nelle variabili ^') appartenenti al gruppo stesso; 
possiamo perciò enunciare il seguente teorema, 
come corollàrio del precedente: 

Se un gruppo ad r parametri contiene la tra- 
sformazione identica^ fra le sue r trasformazioni 
infinitesimali indipendenti sussistono le relazioni: 

r 
{Xj X» ) = 2 OV8 Xs , 

8=1 

dove le e sono delle quantità costanti, 
(Si noti che abbiamo, come al solito, scritto X 
invece di X' perchè intendiamo che questi sim- 
boli sieno scritti nelle oo piuttosto che nelle x\) 



Resta ora a dimostrare che reciprocamente le 
condizioni (9), le quali sono necessabie perchè le 
equazioni differenziali (1) possano con i loro in- 
tegrali dare un gruppo ad r parametri, sono an- 
che a ciò SUFFICIENTI, quando noi aggiungiamo 
per di più la condizione che il gruppo debba con^ 
tenere la trasformazione identica. 

Formiamo le r equazioni differenziali; 
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le quali, in forza delle ipotesi (9) (donde risultano 
le (8)), formano un sistema completo, e quindi am- 
mettono (n + r) — r = n integrali indipendenti. 
Poniamo la condizione che per: 

ak = a^k (/c= 1, .. .r), 

le or'h , ricavate da tali integrali in funzione delle 
quantità che figurano da costanti e che chiame- 
remo a?i . . . a?n , si riducano esattamente a Xh ; ot- 
teniamo allora delle formole delle quali le x' si 
possono ricavare funzioni determinate delle a?: 

x'h = A C^i • • • ^H 1 ai . . . ar X (10) 

Dalla natura delle equazioni li = 0, si hanno 
naturalmente al solito delle limitazioni per il campo 
di validità delle (10); in generale possiamo dire 
che le (IO) varranno per tutto un certo intorno 
del punto a\, . . a% . 

Io dico che sotto tali limitazioni queste formole 
rappresentano quelle di un gruppo, il quale natu- 
ralmente, per le posizioni ora fatte, « contiene la 
trasformazione identica. 

Infatti se gli integrali delle Q, determinati nel 
modo detto e risoluti rispetto alle a?, li indichiamo 
con: 

Xh = Fh {x\ a), 

derivando rispetto ad aie si ha: 

,, ^. dFh dxi .dFh 

1=1 X i e Clk 0,h 

donde, moltiplicando per v/v- e so^nmando rispetto 
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a A% e tendo infine conto delle: 

iij Fh = X 0- Fh + Aj Fk = 0, 
cui soddisfano tutte le Fn, si ha: 



V 1/a 

i=id X 



i \k=i dak ) 



Ma il determinante delle derivate delle F ri- 
spetto alle x' è diverso da zero, per le solite ra- 
gioni, dunque i coefficienti nelle ultime equazioni 
lineari devono essere zero, cioè deve aversi: 

hi {^') = Z ^k (a) -, 



kz=.\ Clk 

le quali sono esattamente le (2) di questo §, e che 
con opportuna risoluzione danno le (1). 

Siamo dunque venuti ad ottenere coir integra- 
zione delle 11, un sistema (10) soddisfacente alle 
equazioni fondamentali (1), sulle quali noi già in- 
tendiamo fatte sin dapprincipio le ipotesi solite, che 
cioè, negli opportuni campi, il determinante delle 
']/ sia diverso da zero, e le i non soddisfacciano 

r 

ad alcuna relazione del tipo ^ gj \jh = (dove le 

g sieno indipendenti dalle x'). Con tali ipotesi ri- 
sulta che i parametri nelle (10) sono essenziali, 
perchè se non lo fossero, e quindi le fh soddisfa- 

% d x\ 

cessero a relazioni come ^ ih (a) -r — = 0, dalle 

k=ì cik 

(1), eliminando le derivate delle :t:', si otterrebbe : 
2 Ijh {X') ( V .1^^ (a) yj, (a)) = 0, 
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le quali relazioni non possono sussistere, come si 
è ora detto. 

Applichiamo ora alle oo^'* trasformazioni (10) il 
teorema dimostrato nel § precedente, scegliendo 
in primo luogo come valori a* i valori a® ultima- 
mente considerati. 

Allora risulta che ogni trasformazione (10), in 
cui le a^ , , ,ar ^ sieno comprese in quell' intorno 
di a^i . . . a^r di cui si è detto di sopra, si può 
comporre come prodotto della trasformazione coi 
parametri a^, che è l'identica, per le trasforma- 
zioni (in un certo intorno della identica) di una 
serie oc2(^-i) (jj gruppi ad un sol parametro e con- 
tenenti la trasformazione identica, e di cui la tra- 
sformazione infinitesimale generica è la medesima 
X della fine del § precedente; di qui risulta in- 
tanto che quelle fra le (10) di cui abbiamo sopra 
discorso possono porsi sotto la forma: 

t ** 
x'h=^0Ch-\- -T- 2 h' Xj xh + ,., (11) 

1 y=i 

dove t debba essere scelto in un opportuno intorno 
di^=:0. 

Riapplichiamo ora lo stesso teorema del § pre- 
cedente, ma scegliendo per valori a' dei valori 
qualunque (fra quelli naturalmente che sono com- 
presi nel campo di variabilità delle a); risulta al- 
lora che ognuna delle (10), ovverossia delle (11), 
si potrà sempre considerare come prodotto di 
quella coi parametri a\ per una delle (11); ma 
poiché le (11) sono le stesse (10) e poiché i pa- 
rametri a* li abbiamo scelti arbitrariamente, ne 
viene che il prodotto di due qualunque delle (10) 
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è ancora una delle (10), cioè che le (10), in cui 
il yariare dei parametri sia limitato noli' indicato 
modo, formano un gruppo, e con ciò il teorema è 
dimostrato. 



Il teorema precedente è capace di una notevole 
semplificazione, giacché le condizioni (9) che in 
esso compariscono, si riferiscono sia ai simboli ^'^ 
che ai simboli A. 

Supponiamo assegnati solamente gli r simboli 
X', fra loro semplicemente indipendenti, e soddi- 
sfacenti alle: 

{X'j X'i)= 'icjisX's; (12) 

8=1 

SÌ domanda: bastano queste per determinare un 
grappa (contenente la trasformazione identica)? 

In altri termini: date le X' soddisfacenti alle 
(12), si possono determinare delle A^ soddisfacenti 
alle seconde relazioni fra le (9)? ovvero, il sup- 
porre resistenza di tali A, porta con se delle 
nuove condizioni a cui dovranno assoggettarsi 
le X'? 

Dimostreremo che bastano le (12) perchè possa 
determinarsi l'indicato gruppo, giacché si può 
sempre costruire un sistema di espressioni A^ . , . 
Ar , soddisfacenti a relazioni come le (12), e ciò 
senza supporre nessuna nuova limitazione alle 
X'. 

Introduciamo, come nel § 11, r — 1 altre serie 
di variabili congredienti allo rr/ . . . ^\^ e si ab- 
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biauo così le r serie: 

oc Y ' * » 00 n \ 



jr ^'r 



Oi/ Y • * * 00 11 I 



(13) 



^ ir) (r) 

OC , » , OC I 

1 « - / 



e indichiamo con X'j, X^'j , . . . XJ le Xj scritte 

rispettiyamente in ciascuna di queste serie di va- 
riabili. 
Poniamo: 

Wj = X'j +X"j+... xj'"^ 

per ciascun valore di /. 

E facile riconoscere che avendo supposto le X 
semplicemente indipendenti, la stessa proprietà 
ne viene per le W^ e avendo supposto che le 
X' soddisfano alle (12), ad analoghe relazioni sod- 
disferanno le W, I?erciò le equazioni: 

Wj F= 0, 

formeranno un sistema completo di r equazioni in 
nr variabili; esse ammetteranno quindi nr — r 
integrali indipendenti (v. § 10), che sieno: 

0| C>2 . . . Onr—rt 

Assumiamo r nuove funzioni di tutte le varia- 
bili, ed indipendenti dalle b, e chiamiamole a^ . . .Or. 
Possiamo nelle W introdurre in luogo di tutte 
le rn variabili, le Z; e le a, e, con le formole 
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del § 10, otterremo : 

Wj = i Wj {a, ) ^ + y Wj (k- ) -|- , 

k=i Oh l;=i Oh. 

ina essendo le b integrali delle Wj = 0, il secondo 
sommatorie è zero; resta perciò solamente: 

Wj=ì IVjiak)^. (14) 

I coefficienti di questo simbolo sono in generale 
funzioni di tutte le a e di tutte le b, e qualunque 
sieno i valori di queste variabili, le Wj sono sem- 
pre semplicemente indipendenti e soddisfacenti a 
relazioni come le (12); se noi facciamo perciò le 
b eguali a dei valori fissi e determinati (e ciò 
lo si può fare perchè in (14) non compaiono più le 
derivate rispetto alle ò), otteniamo dalle (14) dei 
simboli: 

i quali saranno semplicemente indipendenti, e sod- 
disfaranno ancora a relazioni come le (12) con i 
medesimi coefficienti costanti cjia. 

Abbiamo così formato i medesimi simboli A che 
comparivano nel precedente teorema, e quindi si 
deduce l'assunto, cioè resistenza del gruppo ad r 
parametri. 

II teorema che così si ottiene è il seguente: 
Si abbiano r trasformazioni infinitesimali sem* 
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plicemente indipendenti Xj {j=\^ 2 . . . r), * sod- 
disfacenti alle relazioni: 

»• 
{Xj Xi)= X OVs Xs , 

dove le e sono delle quantità costanti; si possono 
allora determinare dei gruppi ad r parametri es- 
senziali^ contenenti la trasformazione identica^ e 
le r trasformazioni infinitesimali Xj ; le formale 
di trasformazioni di uno qualunque di tali gruppi^ 
nelVintorno della trasformazione identica^potranno 
essere sempre messe sotto la forma: 

l r f2 l...r 

x'h = irh+ -r- S V -Xj ^A + ^ 2 ^» h Xi Xj sth + . 

1 >-i 2 ! iì 

Supponiamo ora che si abbia un gruppo di Lie 
(v. § 2) a r parametri essenziali^ contenente la 
trasformazione identica per a s a^. Potendosi le 
sue trasformazioni, intorno alP identica, porre sem* 
pre sotto la precedente forma, e poiché, come ab- 
biamo già ricordato al § 5, il punto a^ sarà allora 
sempre interno al campo di variabilità dei para- 
metri a, ne viene che, come pei gruppi ad un sol 
parametro (v. § 5), le sue trasformazioni^ almeno 
per un certo intorno della identica^ sono^ a due a 
due^ una inversa deW altra. 



* Scriviamo X invece di X\ perchè le intendiamo scritte 
nelle variabili x e non nelle ar', come invece, per ragioni di 
comodità di dimostrazione; comparivano scritte nelle prece* 
denti considerazioni. 
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Ciò costituisce una rimarchevole proprietà ge- 
nerale dei gruppi di Lie contenenti la trasforma^ 
zione identica. 

Dal teorema precedente risulta che le formolo* 

t ** 

^ '-' (16) 

t^ 1 ..>• \ 

+ H7 S ^» ^•^' -^* -^•^' -^v» + . * . ' 

rappresentano quelle fra le trasformazioni di un 
gruppo ad r parametri essensziali: 

W.J == X^ ^j . . . f^r = A,, t^ 

che appartengono ad un certo intorno della tra* 
sformazione identica, la quale corrisponde ai va- 
lori iJ^i = !J^2 = •••{*»• ^= ; cioè a dire che esiste 
nello spazio ad r dimensioni un intorno del punto 
ijL^ = ug = . . . = f^r = 0, tale che presi due punti 
di tale intorno, di coordinate rispettivamente: 

il' il' il" fi" 

le formolo (16) corrispondenti sono convergenti, 
e danno quindi luogo a due trasformazioni; di que- 
ste, fatto il prodotto, si ha una trasformazione, 
data dalle medesime (16), in cui i parametri ^ 
sieno le coordinate di un altro punto del sopra- 
detto intorno. 

Ora ci proponiamo di vedere in che maniera, 
date le X soddisfacenti alle solite condizioni, pos- 
sano costruirsi le trasformazioni di un gruppo in 
cui gli r parametri essenziali [f-i* , .\t-r possano ac- 
quistare tutti i possibili valori, senza più alcuna 

Pascal. 9 
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limitazione, e che quindi fa, per la teoria dei gruppi 
ad r parametri, lo stesso ufficio che il g^ruppo ca- 
nonico (v. § 5) faceva per la teoria dei gruppi a<l 
un sol parametro, e può perciò, a buon diritto, 
chiamarsi gruppo canonico ad r parametri. 
Data la trasformazione infinitesimale generica: 

dove le X sono dei valori arbitrarli, e le X sod- 
disfano alle anzidette condizioni, con lo stesso me- 
todo adoperato alla fine del § 7, possiamo trovare 
le equazioni finite: 

i\ {x\ X, . . . >/. ) = lij (:r, ^i . . . >r ) 



/ 



- (17) 

^n-ì {x\ >i . . . >r ) ^= ^«-1 (x, Xj . . . >r ) * 

i^n (x\ >i . . . \' ) — iìn (àr, Aj . . . >.,. ) + f, 

le quali, per le cose anzidette, devono corrispon- 
dere alle (16), solo però in generale per valori di 
^^1 f, . . . , \' t^ opportunamente piccoli. Ma le (16) 
per siffatti valori formano un gruppo, dunque deve 
avvenire lo stesso per le (17), il che vuol dire che 
se si considera un altro sistema di valori delle ^, 
cioè À\, . . . XV , e il medesimo f, le formole: 

i\ {x'\ Vi . . XV ) = i\ {x\ X V . . aV ) 
/ 

a,..i {x'\ i\ . . X', ) = i2„_i {x\ XV.. V, ) . ^ <^^* 

12,, (a/', X\ . . X',. ) = i},, {x\ XV.. V,. ) + t, , 
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combinate colle (17), eliminandovi le x\ devono 
dar lao^o ad un sistema identico alle (17) stesse, 
dove i valori X sieno mutati in certi altri valori a", 
purché, però, sia i prodotti: 

sia gli altri: 

sieno opportunamente piccoli. (In quanto al valore 
di ^ è evidente che lo si può immaginare fisso sia 
in (17), che in (18), che nel prodotto, perchè le 
(17) devono dipendere solo dai prodotti di t per 
le X.) L'eliminazione indicata deve dunque dar 
luogo a delle formolo come le seguenti: 

^1 {.^''ì ^ 1) ••• ^' r) === ^1 (i3?, X' j, ... X' f.) 



^^n-i (aj", X''j, ... X'V) = Q» -1 (ar, X"j, ... X'V) 

^n {x'\ X"j, ... X'V) = ^» (a?, X"j, ... X' r) + t. 



(19) 



Prendendo fisso ^, le (19) devono essere conse- 
guenza delle (17) e delle (18) per tutti gli c»^'- si- 
stemi di valori delle X, X', purché scelti in un op- 
portuno campo ad r dimensioni attorno il punto 
(0, 0, ... 0) ; ma é chiaro che se ciò avviene per 
gli indicati valori delle X, poiché questi, ohe sono 
del resto arbitrarli, non possono in alcun modo 
influire sul risultato dell' eliminazione^ ne risulta 
che la medesima cosa dovrà avvenire per valori 
qualunque delle X, e quindi ne deduciamo che le 
trasformazioni (17), dove le x sieno comprese in 
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un certo campo {{x)\ considerate nella loro tota- 
lità^ cioè facendo variare le À e Mn tutti i modi 
possibili, formeranno un gruppo^ che chiameremo 
gruppo canonico ad r parametri essenziali. Esso 
ò evidentemente l'assieme di tutti gli oc2(r-i) gruppi 
canonici ad un parametro solo, individuati dalla 
trasformazione infinitesimale generica Z. 

Questo gruppo ha la proprietà di comprendere 
di ogni trasformazione anche la inversa, perchè 
mutando nelle (17) il segno di t^ si ha una tras- 
formazione compresa nelle (17) stesse. 

Abbiamo dunque il teorema: 

Si abbiano r trasformazioni infinitesimali sem- 
plicemente indipendenti Xj (J=\, 2, . . . r) soddi- 
sfacenti alle relazioni: 

r 

(jLj Xi ) "^^^ Zd cjisXg f 

8=1 

dove le e sono delle quantità costanti; resta allora 
individuato un gruppo ad r parametri essenziali, 
contenente la trasformazione identica^ e contenente 
di ogni trasformazione anche la inversa. Tal 
gruppo è costituito daW assieme di tutti gli oo^'— i) 
gruppi canonici individuati dalle trasformazioni 
infinitesimali ^i X^ + . . . + ^r X,- , le ^ avendo va- 
lori costanti arbitrarli. 

Da quanto abbiamo detto risulta che condizione 
necessaria 'e sufficiente perchè r trasformazioni 
infinitesime semplicemente indipendenti Xj possano 
generare un gruppo ad r parametri essenziali è 
che esse soddisfino a relazioni del tipo: 

r 

{Xj Xi)= 2! cjts Xs , 
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essendo le e quantità costanti. Questo importante 
teorema è il cosiddetto secondo teorema fondamen- 
tale della teoria dei gruppi. Di esso si trovano le 
prime idee in un lavoro di Lie {Math. Ann. Vo- 
lume 8, 1874, V. pag. 303), v. anche: Gotting. 
Nach., 1874, pag. 533, 540; Archiv f or Math. og 
Naturv. Christiania, 1878; Math. Ann., 16, (1879), 
p/460 e seg.; Leipz. Berichte (1890) p. 453 (spe- 
cialmente p. 472-476). 



La dimostrazione data di sopra del secondo teo- 
rema fondamentale è su per giù quella che si trova 
nell'opera di Lie; è utile ora far vedere come si 
può dare dello stesso teorema una dimostrazione 
molto più semplice e quasi immediata, servendosi 
dei risultati da noi ottenuti nel § 9. 

Date le X formiamo la combinazione: 

Z^\X,+lzX, + ... + lrXr, (20) 

dove le ^ sieno dei coefficienti costanti, e scriviamo 
le formolo canoniche per le trasformazioni del 
gruppo ad un sol parametro generato da una tra- 
sformazione infinitesimale Z^, ottenuta da quelle 
della schiera (20) prendendo per le X valori fissi, 
e le formolo analoghe per il gruppo generato da 
un'altra Z2 delle trasformazioni infinitesimali com- 
prese nella schiera (20), in cui si sieno fissati va- 
lori diversi per le costanti X. 

La quistione che allora si presenta, e che è re- 
lativa al teorema che vogliamo dimostrare è que- 
sta: a quali condizioni devono soddisfare lo X 
perchè, scegliendo in qualunque nìodo le Z^ e Z^ 



134 Gap, 7, § 14. Secondo teorema di Lie, 



fra quelle comprese nella schiera (20), i due gruppi 
ad un sol parametro da esse generati, apparten- 
gano ad un medesimo gruppo ad r parametri, o, 
in altri termini, perchè moltiplicando una delle 
trasformazioni finite del gruppo generato da Zi^ 
per una di quelle del gruppo generato da Z2, si 
abbia una trasformazione appartenente al gruppo 
generato da una certa ^3, la quale sia, a sua 
volta, compresa fra quelle della schiera (20)? 

Come si vede dunque, la quistione si riduce a 
cercare la condizione necessaria e sufficiente per- 
chè il prodotto delle due trasformazioni (1) del 
§ 9, in cui si Steno mutate dappertutto le X nelle 
Z^ sia una la cui trasformazione infinitesimale ge- 
neratrice sia una combinazione lineare a coeffi- 
cienti costanti delle X, quando lo sieno le Z^, Z^-^ 
0, in altri termini, la condizione necessaria e suf- 
ficiente perchè la Z^ data dalla formola (7) del 
§ 9 sia una combinazione lineare a coefficienti 
costanti delle X, qualunque sieno i parametri t^ t\ 

Ora tale condizione si trova agevolmente; giac- 
ché, prima di tutto, se supponiamo che si abbiano 
le relazioni: 

{XhXk)= i chicbXs, (21) 

è evidente che tutte le parentesi: 

{Zi Z2), {Zi Zi Z2), (Zg Zi Zg), {Zi Z^ Zi Zg), . . . 

saranno delle espressioni lineari a coefficienti co- 
stanti delle X, e quindi lo sarà anche la 2^3, cioè 
questa apparterrà alla schiara (20), 
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D'altra parte se poniamo che Z^ sia una com- 
binazione lineare a coefficienti costanti delie X, 
lo dovrà essere ancora: 

Z^ t Zi — t Z^t 

8 quindi, per effetto della formola (7) del § 9, in 
cui si sieno al solito scambiate le X nelle Zj lo 
dovrà essere: 

1 1' [Y {z, z,) + y" t (Zi z, z^) + y" f (Zg z, z^) + 

+ Y'YtHZ,Z2Z,Z^) + .,.l 

e quindi anche, sopprimendo il fattore comune 1 1\ 
la sola quantità compresa nella precedente paren- 
tesi quadrata; si ha perciò che: 

v'(ZiZ,) + v"«(ZiZiZ,) + y"<'(Z,ZiZ2) +... (22) 

deve essere una combinazione lineare, a coeffi- 
cienti costanti, delle X, qualunque sieno i valori 
dei parametri t^ t\ il che porta che la medesima 
proprietà deve essere goduta dal solo primo ter- 
mine, cioè dalla sola parentesi {Zi Zi) ; donde poi 
evidentemente si deduce che la etessa proprietà 
godranno le parentesi seguenti e (luindi tutta la 
(22). 

Ora le Zi, Z^ sono due qualunque delle tras- 
formazioni infinitesimali comprese nella schiera 
(20)^ quindi facendole, in particolare, eguali volta 
per volta alle varie X, da quanto si è detto, si 
ricava la necessità della sussistenza delle relazioni 
(21). Resta cosi completamente dimostrato il teo- 
rema che le relazioni (21) sono le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti perchè le X sieno atte a ge- 
nerare un gruppo ad r parametri. 
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Come si vede, questa dimostrazione, stabilita 
ohe si sia la formola (7) del § 9 (formola la quale 
può essere utilizzata per tante altre rioerche), à 
della più grande semplicità, ed è una dimostra- 
zione diretta. Essa si trova in una mia Nota nei 
Bend. delV Istituto Lomb. (2), t. 34, p. 1118 (1901). 



È utile dimostrare qui un corollario importante 
del teorema precedente: 

Se Xi, . . Xr sono atte a generare un gruppo 
ad r parametri^ anche le parentesi {Xj Xi) sono delle 
trasformazioni infinitesimali godenti della pro- 
prietà di generare un gruppo^ il quale può es- 
sere al più ad r parametri. 

Infatti se si hanno le relazioni: 

r 

{Xj Xi)= y cji8 Xs , 

e quindi anche: 

r 
{Xh X* ) = 2 C^fc* ^* ? 

si ha: 

/ \ l...r 

UXj Xi ), {XhXk)\= 2 cjisChkt^Xs Xt ), 

cioè, formando le parentesi delle parentesi, si 
hanno combinazioni lineari a coefficienti costanti 
delle parentesi stesse, il che dimostra appunto che 
le {Xj Xi ) formano un gruppo. Poiché poi cia- 
scuna di queste parentesi è una combinazione li- 
neare a coefficienti costanti delle X, si ricava che 
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una qaalanque trasformazione del gruppo cano- 
nico da esse generato, è compresa fra quelle del 
gruppo dato; quindi il gruppo generato da {Xj Xi) 
non può essere a più che ad r parametri. Se è a 
meno di r parametri, esso sarà un sottogruppo del 
dato, altrimenti sarà identico al dato. 



§ 15. Relazioni fba le costanti c. Terzo teo- 

BEMA fondamentale DELLA TEOBIA DEI GBUPPI. 

Stbuttuba di un gruppo. 

Fra le costanti cjìs^ di cui si tratta nel prece- 
dente paragrafo, sussistono delle relazioni che è 
facile trovare. 

Partendo dalle: 

{XjXi)= ^cjisXs, (1) 

8=1 

permutando gli indici i e y, e osservando che 
{Xj Xi ) muta di segno con tal mutamento, si ha 
immediatamente : 

cjis + Cij8 = 0, (2) 

che è la prima delle relazioni che volevamo tro- 
vare. 

Un'altra relazione si trova adoperando la nota 
formola di Jacobi (§ 8): 

((Xj Xi )Xk)^ ((Xi Xk)Xj ) f ((Xk Xj ) Zi ) = 
la quale, servendosi delle (1), diventa: 

r 

*2 [Oi fi (Xs Xk ) + ciks (Xs Xj ) + ckj$ (Xs Xi )] =0, 
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e quindi riapplicando le medesime (1): 

r r 

S S [cjis Cskt + Cihs Cajt + Chjs Csu] Xt = 0, 

e poiché le X sono indipendenti linearmente, ne 
viene che ciascuno dei coefficienti di Xt deve es- 
sere zero, e quindi: 

r 

S {cjisCskt + Ciki Csjt + Ckj8 Cait) = 0. (3) 

Le relazioni (2) e (3) sono le identità cui de- 
vono soddisfare le e, che compariscono nelle for- 
inole (1). 

L'assieme dei numeri e ha, come si vede, una 
assai intima relazione col gruppo generato delle 
r trasformazioni infinitesimali; un tale assieme si 
suol chiamare struttura del gruppo stesso, e ve- 
dremo in seguito l'importanza dell'introduzione 
di questo concetto, specialmente per il paragone 
fra loro di due gruppi e per il cosidetto isomor- 
fismo. 

Una questione importante che si presenta ora 
è la seguente: dato un sistema di numeri cjis sod- 
disfacenti alle condizioni (2) e (3), si può affer- 
mare che esiste sempre un sistema di r trasfor- 
mazioni infinitesimali indipendenti X^ legate fra 
loro dalle (1)? 

La risposta a questa domanda è affermativa e 
si ha cosi un teorema che è da considerarsi come 
il reciproco di quello dimostrato al principio di 
questo § sulle relazioni esistenti fra le e; l'assieme 
del teorema difetto e del reciproco forma ciò che 
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si chiama il terzo teorema fondamentale della 
teoria dei gruppi. 

Noi però non daremo per ora la dimostrazione 
del teorema reciproco; solo noteremo che un primo 
tentativo per tale dimostrazione fu fatto da Lie 
(Math. Ann,^ 25, pag. 92 e seg., 1885), però le sue 
considerazioni erano infirmate da una grave obbie- 
zione, (v. p. 598 del III Voi. della Th. d, Transfor- 
mationsgruppen di Lie (1893). Una dimostrazione 
rigorosa fu trovata poi da Lie stesso nel 1888 {Acc, 
delle Scienze di Kristiania^ 1888 ; v. anche Leipz, 
Berichte^ 1888, pag. 14) e tale dimostrazione è ri- 
prodotta nel capitolo XIII del II Volume della 
sopracitata opera di Lie. Un'altra dimostrazione 
fu data contemporaneamente da Schub {Leipzig. 
Berichte, 1889, pag. 229; Math. Ann., Voi. 35, 
pag. 179; v. anche Math. Ann,^ Voi. 41, pag. 529, 
nota), ed infine per lo stesso soggetto rimandiamo 
alle pag. 599 e seg. del III Voi. della sopracitata 
Th. d, Transf. Ultimamente Poincaré ha ripreso 
la quistione partendo da altri punti di vista (Com- 
ptes Rend,, 1899, t. CXXXVIII, p. 1065, e Trans. 
Camb. Phil. Soc, t. XVIII, 1900, p. 220; volume 
pubblicato in onore di Sir G. G. Stokes), e io 
stesso ho dato del terzo teorema un'altra dimo- 
strazione in un lavoro che sarà pubblicato pros- 
simamente nei lìend, delV Ist, Lomb. (vedi note 
in fine al volume). 
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§ 16. Le te asfobm azioni infinitesimali di un 
GRUPPO AD r parametri, definite mediante 

UN SISTEMA DI EQUAZIONI A DERIVATE PARZIALI. 

Si abbiano le r trasformazioni infinitesimali in- 
dipendenti Xi generatrici di un gruppo canonico 
ad r parametri essenziali : 

La trasformazione infinitesimale più generale 
appartenente al gruppo, è data da una combina- 
zione lineare a coefficienti costanti delle Xi , e 
quindi i coefficienti ; di tale trasformazione sono : 

Ih = X ^» »»*) (2) 

dove le X sono quantità costanti, ovverossia indi- 
pendenti dalle ^. 

Immaginiamo di derivare le (2) rispetto alle 
singole variabili, tante volte quanto basti perchè 
da tutto il sistema di equazioni così ottenute, si 
possano eliminare le costanti X; avremo così un 
sistema di equazioni a derivate parziali, di cui le 
$ della formola (2) rappresentano un sistema di 
integrali con r costanti arbitrarie. 

E evidente, per la forma speciale che le (2) 

hanno nelle costanti X, che le equazioni differen- 

'ali così ottenute, sono lineari, omogenea nell^ 
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Ih e nelle derivate di esse, cioè della forma: 
^ Anhlh + S Z '^/'^^■"^rxT" + •• • = 0, (3) 

dove A^ jB, . . . sono delle funzioni delle x^ e il 
numero dei valori che può ricevere l'indice «• rap- 
presenta il numero delle equazioni del sistema. 

Queste equazioni definiscono coi loro integrali, 
le funzioni ;, e quindi la piìi generale trasforma- 
zione infinitesimale appartenente al gruppo dato; 
si può perciò dire che esse definiscono il gruppo ; 
diremo che il sistema (3) è il sistema delle equa- 
zioni differenziali di definizione del gruppo. 

La prima questione che naturalmente qui si 
presenta è la seguente: dato un sistema di equa- 
zioni come (3), quando è che si può dire che esso 
definisce un gruppo nel modo indicato? 

E chiaro che prima di tutto deve aversi che la 
più generale soluzione del sistema dipenda solo 
da un numero finito r di costanti, altrimenti non 
si potrebbe ottenere un gruppo finito. 

Inoltre poiché sappiamo che assegnate due tras- 
formazioni infinitesimali Xi , Xj del gruppo, l'al- 
tra {Xi Xj ) deve appartenere anch'essa al gruppo^ 
perchè deve esprimersi linearmente e con coeffi- 
cienti costanti mediante le trasformazioni infini- 
tesimali del gruppo {secondo teorema di Lie, vedi 
§ 14), ne viene che se: 

?ii . . . ?/«, (4) 

e: 
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sono due sistemi di .soluzioni delle equazioni (3), 
deve essere soluzione anche il sistema formato 
mediante questi, nel modo seguente: 

e quando ciò si verifica, allora, come si deduce 
dal secondo teorema di Lie sopracitato, le ; sono 
effettivamente i coefficienti di trasformazioni infini- 
tesimali atte a generare un gruppo. 

In quanto poi all'altra condizione già supposta, 
che cioè la più generale soluzione del sistema di- 
penda da un numero finito di costanti, si dimostra 
ohe essa non solo è necessaria, ma è anche suffi- 
ciente, cioè che, se essa è soddisfatta, le costanti 
entrano linearmente nella espressione della più 
generale soluzione. Noi però non entreremo in 
questi particolari ed enuncieremo solamente il teo- 
rema : 

Perchè un sistema (3) possa definire un gruppo 
finito^ è necessario e basta che la sua più generale 
soluzione dipenda da un numero finito di costanti 
arbitrarie^ e che se (4) e (5) sono due sistemi di 
soluzioni, anche (6) lo sia. 

Immaginiamo dato un sistema (3) formato di m 
equazioni. Possiamo derivare i primi membri ri- 
spetto a ciascuna variabile, ed ottenere così equa- 
zioni del medesimo tipo, ma di ordini sempre su- 
periori; derivando v volte rispetto a tutte le va- 
riabili, si otterranno in generale ni n^' equazioni, 
le quali conterranno le derivate di ordine «o + v 
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delle ;, se le (3) contenevano al più le derivate 
di ordine w. Le derivate di ordine w + v delle n ; 
sono in numero di: 



(n + to I V — 1\ 



(7) 



ed è facile vedere che si può scegliere sempre un 
tale V che tal numero non sia maggiore di m ìV . 
Infatti il rapporto: 



m n'' 



+ 03 + V-1V (8) 

n ' 



03 -|" V / 



aumentando v di un'unità, resta moltiplicato per: 

w (co + V + 1) 

w + w + ^ ' 

e quindi aumentando v di <; unità, il rapporto (8) 
resta moltiplicato per il prodotto: 

n (w + v+ 1) n (w + V -{ 2) n (<^ v + a) 

n + w + V * n 4- (0 + V + i ' ' ' w + w 4- V -|- (j — 1 ' 

Ora coir aumentare di ff questo prodotto può 
superare qualunque numero, giacché il limite del 
fattore generale: 

n (o) + V + ff) 

« + w + V -4- (7 — 1 ' 

per <y ==:<», è n, cioè maggiore di 1. 

Poniamo per brevità (0 + 7 = 5, e rappresen- 
tiamo colla medesima lettera 5, il primo dei nu- 
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meri s tali che dalle equazioni ottenute nel modo 
detto di sopra si possano ricavare le derivate di 
ordine s di tutte le ; espresse mediante le de- 
rivate di ordine piti basso ; essendo lineari nelle 5 
e loro derivate le equazioni da cui partiamo, è 
evidente che allora le derivate di ordine s reste- 
ranno espresse come funzioni lineari omogenee 
delle derivate di ordine piii basso. 

Sia 0?!^ . . . x\ un punto per il quale tutti i 
coefficienti di queste funzioni razionali sieno re- 
golari; allora in un certo intorno di ^^ le ; sa- 
ranno sviluppabili in serie ordinate secondo i pro- 
dotti ad uno ad uno, a due a due, a tre a tre, ecc. 
delle differenze: 

con coefficienti costanti che chiameremo rispetti- 
vamente Ci , Cv , Cijh, . . . , dove il primo indice e 
quello della ; che si sviluppa, e gli altri, sono 
quelli delle differenze (10) che entrano come fat- 
tori nel termine. 

E evidente che questi coefficienti e rappresen- 
tano i valori che per x = ^^^ acquistano rispetti- 
vamente le derivate dei varii ordini delle ;, quindi 
se sono zero tutte le e sino a quelle ad s indici, 
saranno per x = a^, zero tutte le derivate sino a 
quelle di ordine s — 1, e poiché, per le cose dette, 
le derivate di ordine s, e quindi anche di ordine 
superiore si esprimono linearmente e. omogenea- 
mente per le precedenti, risulta che saranno zero, 
per 0? = ^ *, le derivate di qualunque ordine delle 
;, e quindi i coefficienti e ad un numero qualun- 
que di indici; ne viene che le ; stesse sono zero, 
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e si ha perciò uq sistema di valori di l cui non 
corrisponde nessuna trasformazione infinitesimale. 
Possiamo perciò concludere che non è possibile 
che gli sviluppi in serie delle ; comincino coi ter- 
mini di ordine 8 o di ordiue superiore, cioè (vedi 
s^ 8) che fra le trasformazioni infinitesimali definite 
del sistema, non ve ne è alcuna di ordine s o su* 
periore ad s. 

Si ha così il teorema: 

Assegnato un gruppo ad r parametri generato 
da r trasformazioni infinitesimali indipendenti^ si 
può sempre trovare un numero s tale che una 
qualunque delle infinite trasformazioni infinitesi- 
mali del gruppo^ sia^ per un punto arbitrario 
dello spazio, di ordine sempre inferiore ad s. 

Esiste cioè un limite superiore per V ordine di 
una trasformazione infinitesimale appartenente ad 
un gruppo finito. 



Pascal. 10 



CAPITOLO II. 

Teoria generale dell' invariantività 
rispetto ad un gruppo dì trasformazioni. 



§ 1. Invariantività di una funzione bispetto 
AD UN GRUPPO. Invarianti di un gruppo. 

Si abbia una funzione F{xi^ X2»..Xn)^ delle 
variabili Xi^ x.2,.,,Xn^ e sia dato un gruppo. Di- 
remo che quella funzione è un' invariante del 
gruppo^ ovvero che essa ammette tutte le trasfor- 
mazioni del gruppo^ ovvero che essa appartiene al 
gruppo, quando essa resta invariata per tutte le 
trasformazioni del gruppo stesso. 

Supponendo prima di tutto che si tratti di un 
gruppo ad un sol parametro, è facile ricercare 
qual'è la condizione necessaria e sufficiente per- 
chè F sia un invariante; ricordando la formola 
(v. Gap. I, § 6) : 

F(x') = F{x)+j-X{F{x))\-^XHF(x))+..., 

si vede che, perchè sia: 

F{x') = F {■>■), 
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per qualunque valore di ^, bisogna che X(F(x)) 
sia zero; e d'altra parte se X{F{x)) è zero, sarà 
anche X^ {F(x)) = 0, X^ {F{x)) = 0, ecc. 

Possia'no perciò enunciare il seguente teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè una 
funzione F(x) sia invariante rispetto ad un gruppo 
ad un sol parametro^ è che essa sia soluzione del- 
V equazione a derivate parzialij lineare^ omogenea 
di primo ordine XF=^0. 

Quando ciò si verifica si suole anche dire che 
la funzione F ammette la trasformazione infini- 
tesimale X. 

Se ora supponiamo che si tratti di un gruppo 
ad r parametri V. Gap. I, § 13), è evidente, colle 
analoghe considerazioni, che, perchè F sia inva- 
riante, bisogna e basta che ammetta ciascuna 
delle r trasformazioni infinitesimali del gruppo 
stesso, e perciò: 

Perchè F(po) sia invariante rispetto ad un gruppo 
ad r parametri essenziali^ bisogna e basta che essa 
sia una delle soluzioni comuni del sistema com- 
pleto : 

XiF=0, X,^F=^0, XrF=0. 

Ricordando che se una funzione F è soluzione 
di una equazione Xi F=0 e di un'altra X2 F=^0^ 
lo è anche dell'equazione {XiX2)F=0, si ha: 

Se F è invariante per due gruppi generati ri- 
spettivamente dalle trasformazioni infinitesimali 
Xi -X2, lo sarà anche pel gruppo generato dalla 
trasformazione infinitesimale (Xi X2). 

Per altre considerazioni sugli invarianti di un 
gruppo, vedi Gap. Ili, § 1 e 2i 
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§ 2. Invarìantività di un sistema di equazioni 
l'inite bispetto ad un gbuppo. 

Si abbia una equazione ii {xi . . . .r,j ) = la 
quale rappresenti una relazione fra le variabili, 
che resti inalterata per le trasformazioni di un 
gruppo; diremo che V equazione Q = è invariante 
per le trasformazioni del gruppo. 

Considerando la rappresentazione geometrica 
dell'equazione ii = 0, si ha una varietà dello spa- 
zio ad n dimensioni; quando l'equazione U==:Oè 
invariante, nel senso sopradetto, allora, per le tra- 
sformazioni del gruppo, da un punto di tale varietà 
si passa sempre ad un altro della medesima va- 
rietà, si ha cioè, geometricamente, una varietà che 
si trasforma in sé stessa per le trasformazioni del 
gruppo, una varietà invariante. 

È evidente che quando una funzione è inva- 
riante nel senso del § precedente, essa, eguagliata 
a zero, o, in generale, ad una costante, dà sem- 
pre luogo ad una varietà invariante, e quindi si 
ha allora una serie semplicemente infinita di va- 
rietà invarianti; ma viceversa da una di siffatte 
varietà non si ricava una funzione invariante. 

Vogliamo ora, come sopra ricercare, la condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè una equazione 
sia invariante rispetto al gruppo; anzi, per mag- 
giore generalità, considereremo il caso non di una 
sola equazione^ ma di un sistema di n — m di esse, 
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Hi = 0, . . . Q» - m = 0, sa cui facciamo naturalmente 
l'ipotesi che esse sieno compatibili, ed inoltre che 
non tutti i determinanti di ordine n — m della 
matrice: 



a e, 


'^w 


d ^1 





(l) 



sieno zero per effetto delle equazioni date, cioè 
che questa matrice^ per effetto delle equazioni 
date, abbia per caratteristica n — m. 

Se le equazioni date devono formare un sistema 
invariante, in rapporto al gruppo generato dalla 
trasformazione infinitesimale: 



n 



il sistema delle equazioni: 

Qi(a?')=:0,...i2„-.,„(.r') 

cioè il sistema : 

^xÌP0)+yXÌ\{x) ! ... 



(2) 



= 0, 



= 



il„_« (x) + Y A' a„_„, (a?) + . . . = 0, 



deve essere equivalente al sistema dato, e perciò 
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non hanno, secondo le nostre notazioni, significato 
diverso da quello di: 

perchè in [F] la sostituzione delle (5) è stata già 
fatta. 
Ora per it^n — m, si ha : 

\dF]d[Fy 

dunque: 
[XF]-[Zm]~j"[|£]ì[X.r,]~[^ 



1=1 13 xi 1 > 



Questa è la formola di identità che volevamo 
trovare; poniamo in essa: 

F=^k, 

e osserviamo che essendo [^a] = 0, sarà -X[Q/k]= 0, 
e quindi anche [X[U^']] = 0, ed essendo XQa. = 0, 
sarà [XfiA] = 0; si avrà dunque: 



"Il [Uri ^^^""^ ~ '^•■^^ = (/<;= 1, . . . « - w) 



(8) 



Ora per ipotesi il determinante: 



o~. (^•,i = l,...M — »o 
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è diverso da zero, anche in forza delle equazioni 
date, cioè delle (5), e quindi anche il determinante: 






ò diverso da zero, e perciò dalle (8) si ricava: 

[X(a?.~cpO] = 0. 

Tornando perciò alla formola (7), essa si riduce 
semplicemente a: 

[X F] - [X [F]] == 0, (9) 

valevole qualunque sia la funzione F. 

Se noi ora nella (9) poniamo F=Xùk^ e am- 
mettiamo che le (3) sussistano in forza delle equa- 
zioni date, cioè che sia identicamente, per qua- 
lunque k: 

[Xiìk]=-0, 
e quindi: 

risulta : 

[X,Xih] = [XHìf,] = 0^ 

cioè le equazioni X^ fì^• = (e similmente si dimo- 
strerebbe per le X^ i^k = 0, . . .) sono conseguenza 
del sistema dato, come si voleva dimostrare. 

Si ha perciò il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il si- 
stema di equazioni U^ (a?) =0, . . .lin-m(iZ?) = i) 
(di cui non sia zero la matrice delle derivate di 
primo ordine rispetto a tutte le variabili) sia in- 
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variante rispetto al gruppo ad un sol parametro 
generato dalla trasformazione infinitesimale X, è 
che le equazioni -X'.Qi = 0, ... . X^n-m = sieno 
conseguenza delle equazioni date. 

Se ora si ha un gruppo a più parametri, ge- 
nerato quindi da r trasformazioni infinitesimali 
Xi . . . Xr, ricordando che le trasformazioni di tal 
gruppo potranno scriversi come quelle di un gruppo 

r 

ad un sol parametro generato dalla 2 ^» ^» ? si 

deduce evidentemente che per Tinvariantività del 
sistema di equazioni è sempre necessario e suffi- 
dente che sieno zero, mediante le .equazioni date, 
i risultati dell' applicazione di ciascuna X su cia- 
scuna ii; quindi il teorema precedente vale non 
solo per i gruppi generati da una sola trasforma- 
zione infinitesimale^ ma anche per quelli generati 
da r di esse. 



Le precedenti considerazioni sono fatte nell'ipo- 
tesi che la matrice (l) sia diversa da zero. Il teo- 
rema non sussiste più in generale se tale condi- 
zione non è soddisfatta ; non crediamo però di ad- 
dentrarci nella discussione del teorema in questo 
altro caso e rimandiamo alle pagine 112-115 del 
1** Voi. della Th. der Trans f or m. di Lie. 
Il risultato cui si arriva è il seguente: 
Se la matrice (1) è zero^ allora per Vinvarian- 
tività del sistema non è più sufficiente che le equa- 
zioni X ^j=0 sieno conseguenza delle i^y = 
(pur restando queste sempre naturalmente condi- 
zioni necessarie)^ ma una condizione sufficiente 
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è espressa in generale da ciò^ che le X Sìj si pos- 
sano esprimere linearmente mediante le fìy stesse, 
con coefficienti che sieno funzioni regolari per 
tutti quei sistemi di valori delle or^ per i quali le 
12 si annullano. 

E evidente che questo teorema contiene come 
caso particolare il precedente, perchè se si veri- 
fica la anzidetta esprimibilità, si ha ancora che le 
X^j =^Q sono conseguenza delle equazioni I2y =0 ; 
ma viceversa potrebbe aversi ciò senza che si 
abbia Tesprimibilità lineare delle X Sij per mezzo 
delle ^. 

E importante notare ora il seguente teorema: 
Se un sistema di equazioni è invariante rispetto 
ad un gruppo di cui la trasformazione infinitesi- 
male è Xj y e rispetto alV altro di cui la trasfor- 
mazione infinitesimale è Xi , lo sarà rispetto a 
quello di trasformazione infinitesimale {Xj,Xì ). 

La dimostrazione di ciò si fa come quella del- 
l'analogo teorema del § prec; se le equazioni 
Xj ^^k = e Xi ^fc = sono conseguenza delle 
equazioni ^Ar = 0, sarà anche: 

Xj Xi ^k — Xi Xj ^2* = 

cioè {Xj Xi ) ì2a; = sarà conseguenza del si- 
stema Q^. = 0, e quindi è evidente l'assunto. 



Prima di terminare questo §, vogliamo notare 
che spesse volte per dire che il sistema è inva- 
riante rispetto al gruppo generato dalla trasfor- 
mazione infinitesimale Xi , si dice più semplice- 
mente che il sistema ammette la trasformazione 
infinitesimale Xi 



■% • 



156 Cap. 11^ § 3. Eq. che ammettono trasf. in fin. 



§ 3. CbNNI sufi PROBLEMA DI DETERMINARE TUTTI 
I POSSIBILI SISTEMI DI EQUAZIONI, CHE AMMET- 
TONO UNA PIÙ DATE TRASFORMAZIONI INFINI- 
TESIMALI. 

Dal § precedente risulta che la determinazione 
dei sistemi di equazioni invarianti rispetto ad un 
gruppo ad uno o più parametri, si riduce in so- 
stanza a quella di funzioni su cui applicando i 
simboli delle trasformazioni infinitesimali gene- 
ratrici di quei gruppi e tenendo conto dell'annul- 
larsi delle medesime funzioni, si abbia identica- 
mente zero, o, come si dice, di equazioni che 
ammettono le date trasformazioni infinitesimali. 
Si presenta quindi naturale la risoluzione del pro- 
blema di cui si parla nel titolo di questo §. Noi 
ci limiteremo solo ad alcuni cenni. 

Sia data una sola trasformazione infinitesimale: 

X=Ìu(x)/-. (1) 

TJn sistema qualunque di n ~m equazioni: 

i2,=0 52„-,„ = 0, (2) 

della specie detta, o potrà essere tale che le altre 
equazioni : 

$1=0 ;» = 0, (3) 

non sieno tutte conseguenza di esse, ovvero che 
lo sieno tutte. 
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Nel primo caso, se noi indichiamo con: 

^li n — 1 integrali indipendenti della equazione 
XF=0^ è facile dimostrare che i primi membri 
delle (2) devono essere funzioni delle ^. Giacché 
supposto che almeno ;» sia, anche tenendo conto 
delle (2), diverso da zero, prendendo come nuove 
variabili, in luogo delle ^r^ . . . .r„-i, le ©i . . . ?n-i, 
la (1) (come sappiamo, v. Cap. I, § 7) si riduce 
alla forma: 

X=;„„-^-. (4) 

Ora introduciamo nelle ^2 le cp; se una di esse 
p. es. ^k risultasse anche funzione di ocn , risol- 
vendola rispetto ad oon , si avrebbe l' equazione 
equivalente : 

ma deve essere: 

X^h = 0, 

ed inoltre X ha ora acquistato la forma (4), per- 
ciò dovrel3be aversi 5» = 0, contro l'ipotesi. Tutte le 
li dovranno dunque riuscire funzioni delle sole ©, 
e d'altra parte è chiaro che prendendo n — m 
funzioni arbitrarie delle (p, si ha sempre una so- 
luzione del problema. 

Dunque: se si vogliono tutti i possibili sistemi 
di N equazioni che ammettono una data trasfor- 
inazione infinitesimale X, di cui V annullarsi dei 



158 Cap, 11^ § 3. Eq, che ammettono trasf* infin. 

coefficienti ; non sia una conseguenza delle equa- 
zioni stesse, è necessario e basta prendere arbitra- 
riamente N funzioni degli n — ì integrali indi- 
pendenti di XF=0 

Se ora V annullarsi delle ;i . . . ?» deve essere in- 
vece conseguenza delle equazioni del sistema in- 
variante, allóra supposto naturalmente che le equa- 
zioni ?j = . . . ;« = sieno compatibili, cioè che 
esista almeno un sistema di valori delle x che le 
soddisfi, e che questo sistema di valori delle ce 
sia compreso nel campo in cui esse si immaginano 
regolari, e supposto in generale che di esse sola- 
mente le prime m sieno indipendenti, cioè che le al- 
tre sieno conseguenza delle prime m, è chiaro che 
si otterrà il cercato sistema invariante di N equa- 
zioni considerando, prima di tutto, le equazioni 
?! = . . . ;w = 0, e poi altre N — m arbitrarie 
equazioni, le quali non sieno però incompatibili 
con le precedenti. 

Essendo qui supposta data una sola trasforma- 
zione infinitesimale, il problema trattato si riduce 
alla determinazione di tutti i sistemi di equazioni 
invarianti per le trasformazioni di tm gruppo ad 
un sol parametro. 



Vogliamo ora dare un cenno della risoluzione 
del medesimo problema, nel caso in cui sieno date 
più trasformazioni infinitesimali. 

Prima di tutto si sa (v. Cap. II, § 2) che se un si- 
stema di equazioni ammette due trasformazioni in- 
finitesimali Xi e X2, ammette anche la (Xi Xg), o 
quindi, date q trasformazioni infinitesimalii rispetto 
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a cui debba esser invariante un sistema di equa- 
zioni, si possono aggiungere tutte le altre trasfor- 
mazioni infinitesimali ottenute colle combinazioni 
(Xj Xi ), e seguitare così finché l'assieme di tutte 
le equazioni differenziali ottenute eguagliando a 
zero tutte le X, sia un sistema completo (v. Cap. I, 
§ 9). Possiamo dunque sempre supporre che le q 
trasformazioni infinitesimali date, eguagliate a 
zero, formino un sistema completo, o più gene- 
ralmente che fra le q date ve ne siano q — r che 
sìeno combinazioni lineari (a coefficienti variabili) 
delle altre e r che sieno fra loro indipendenti e 
che eguagliate a zero formino un sistema com- 
pleto. 

Risulta allora che, chiamando al solito con 
^yi » • • • v« 5 i coefficienti d^ Xj , la matrice : 



\ 



'1 



\\ 



hn 



^gi 



"ìgn 



(5) 



avrà per caratteristica r. 

I sistemi di equazioni il = che vogliamo ricer- 
care, sono, come sopra, di due specie, e cioè quelli 
tali che TannuUarsi di tutti i determinanti di or- 
dine r della matrice (5), non sia conseguenza delle 
equazioni stesse, e quelli per cui l'annullarsi dei detti 
determinanti sia una conseguenza delle equazioni. 

In un modo perfettamente analogo a quello se- 
guito di sopra, cioè introducendo, in luogo delle 
variabili ^, le n — r variabili © che sieno le so- 
luzioni del sistema completo delle r equazioni 
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Xi == . . . Xr = 0, e facendo vedere che le fì de- 
vono ridursi funzioni delle sole (p, si ha: 

Per ottenere tutti i possibili sistemi di N egf*a- 
zioni ^ = 0, invarianti rispetto ad un assieme di 
q trasformazioni infinitesimali Xi. , ,Xg ^ di cui 
le jfrime r eguagliate a zero formino un sistema 
completo, e le altre sieno combinazioni lineari delle 
precedenti^ e di cui l'annullarsi di tutti i deter- 
minanti di ordine r della matrice dei coefficienti, 
non sia una conseguenza delle ^2 = 0, à necessario 
e basta eguagliare a zero N funzioni arbitrarie 
delle n — r soluzioni del sistema completo: 

X^ = Xy=0. 

In quanto poi ai sistemi di equazioni della se- 
conda specie, essi possono dividersi in varie classi ; 
possiamo supporre che conseguenza delle equa- 
zioni del sistema, sia l'annullarsi non solo di 
tutti i determinanti di ordine r della matrice (5), 
ma anche l'annullarsi di tutti i determinanti di 
ordine r — 1, r — 2, ...r — A+1; quindi per 
quanti sono i valori di h^ si hanno altrettante 
sottoclassi, cioè r. 

Stabilito allora un valore di A, si calcolino tutti 
i determinanti di ordine r —h + l della matrice 
(5). Ora può avvenire che T annullarsi di tutti 
tali determinanti, porti con se T annullarsi anche 
di tutti i determinanti di ordine r — h, ovvero che 
l'annullarsi dei medesimi determinanti d'ordine 
r — A + 1 avvenga per valori delle a?, esterni al 
campo in cui si suppone che le date funzioni ; 
"^ieno regolari. 
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Verificandosi uno di questi casi, è evidente che 
non esiste il sistema di equazioni che si vuol tro- 
vare e corrispondente al numero h. Se invece non 
si verifica alcuno dei casi suindicati, allora Tan- 
nullarsi dei determinanti di ordine r — A + 1 po- 
trà in generale dipendere dall' annullarsi di uh 
certo numero minimo p di altre funzioni S delle ^ ; 
ed in generale potrà in varii modi trovarsi questo 
sistema irriducibile di equazioni Sj =0,...S^ =0. 

Fissato allora uno di tali sistemi irriducibili, 
e propriamente uno donde non risulti l'annullarsi 
di tutti i determinanti di ordine r — h della ma- 
trice (5), formiamo il sistema di equazioni: 

S,-=0,. XfcS,.==0, XjXk^i=0.... (6) 

e seguitiamo cosi, finche o si ottengano equazioni 
conseguenza delle precedenti, e che noi allora tra- 
scuriamo, ovvero equazioni che o sieno incompa- 
tibili con le precedenti, o sieno soddisfatte per 
valori delle oo esterni al solito campo in cui le l si 
immaginano regolari. In questi ultimi casi non 
esiste evidentemente il sistema di equazioni che 
vogliamo ricercare, mentre nel primo caso si viene, 
col procedimento indicato, a costruire un sistema 
di equazioni che ammette tutte le trasformazioni 
infinitesimali X, e ciò per il modo stesso con cui 
abbiamo costruito le (6). 

Il sistema (6) così costruito potrà in generale 
ridursi ad un sistema piìi ristretto di equazioni, 
in modo cioè che, soddisfatte tutte le equazioni 
di tal sistema ridotto, restino soddisfatte anche 
tutte quelle del sistema (6); tal sistema ridotto, 
deve però certamente comprendere tutte le S/ = 0, 

Pascal. 11 
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e ciò per il. modo stesso con cui abbiamo formato 
le St • 
Sia perciò: 

3i = 0,...S^o=0, 3^4.i=:0,...H^-fa = 0, (7) 

il sistema ridotto. 

Ammesso che dalle (7) non risulti V annullarsi 
dei determinanti di ordine r — h della matrice (5), 
il sistema (7) rappresenta un sistema della specie 
cercata, appartenente al numero A, ed irriducibile. 

Ma quale sarà il più generale sistema della ia- 
dicata specie e che comprenda il (7)P In altri, ter- 
mini quali altre equazioni possiamo aggregare a 
quelle di (7), in modo ohe si conservi la proprietà 
del sistema (7) stesso? 

Supponiamo che un determinante di ordine 
r - A, che non sia zero per effetto delle (7), sia: 



Sl,n-r+A+l 



A = 



• • • 



?!,» 



>> — h,n—r-\-h'\-ì . . • ?r— ^,w 



se noi formiamo un qualunque sistema di equa- 
zioni, che ammetta le Xj . . . Xq ^ e che non an- 
nulli A, aggregando tal sistema a (7), abbiamo un 
sistema avente le medesime proprietà del sistema 
(7) e ripetendo la medesima operazione per tutti 
i A diversi da zero, si hanno tutti i sistemi ri- 
chiesti. Ora è facile, prima di tutto, vedere che 
dalle (7) non potrà ricavarsi una relazione solo fra 
^«-r+A+i, . ..a;«, perchè se si potesse ricavare: 

a?n — '^ (^n- r+A+i . . . a:« - 1) = 0, (8) 
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applicando su questa le Xi. ., Xr^h, e dovendo 
avere per risultato sempre zero, si otterrebbe un 
sistema di equazioni lineari nelle derivate di i^, le 
quali, dovendo coesistere in forza delle (7), dareb- 
bero l'annullarsi, per mezzo delle (7), del determi- 
nante À (che è proprio il determinante di tali 
equazioni lineari), contro T ipotesi. 

Ricaviamo perciò che il numero p + <r delle 
equazioni (7) non può essere maggiore di n — r + A, 
perchè se fosse maggiore di tal numero, elimi- 
nando dalle (7) le a^i. . .a7«~r+A, si avrebbe una 
relazione come (8); onde: 

p + (Tt^n — (r — A). (9) 

Risolviamo allora le (7) rispetto ad Xi. .. a'^-f a, 
ed otteniamo il sistema: 

(10) 

che può sostituirsi a (7). 

Mediante queste formolo, noi possiamo sempre 
immaginare che le cercate altre equazioni da ag- 
gregare a (7), non contengano che solo le varia- 
bili : 

Xq^o+ì , ir«, 

e che le 3 sieno anch'esse trasformate a conte- 
nere solo queste medesime variabili. Osservando 
poi d'altra parte che delle X basterà limitarsi a 
considerarne solo r — /i, perchè fra r — h + 1 di 
esse, sussisterà sempre, per effetto delle (7), una 
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relazioùe lineare, essendo supposti zero tutti i de-' 
terminanti di ordine r — A + 1 della matrice (5), 
si vede in conclusione che il problema della ri- 
cerca delle altre equazioni da agg^regare alle t^), 
si riduce a quello della ricerca di tutti 1 sistemi 
di equazioni fra sole n ~ ^ — ^ variabili e che 
ammettano r — h trasformazioni infinitesimali e- 
spresse nelle medesime variabili; un problema, 
come si vede, della stessa specie di quello che con- 
sideravamo in principio, ma con un numero inferiore 
di variabili e di trasformazioni infinitesimali. 

Resta così esaurita la discussione del problema 
generale propostoci in questo paragrafo. 



§ 4. Caso in cui le trasformazioni infinite- 
simali DATE godono DI UNA CERTA PKOPRIKTÀ, 
O, PIÙ PARTICOLARMENTE, SONO ATTE A GENE- 
RARE UN GRUPPO AD r PARAMETRI. SlSTEMI DI 
EQUAZIONI INVARIANTI RISPETTO AD UN GRUPPO 
AD r PARAMETRI. 

4 
f 

Abbiamo visto nel § prec come si possano de- 
terminare tutti i sistemi di equazioni che ammet- 
tono certe date q trasformazioni infinitesimali, e 
dalla cui sussistenza risulti l'annullarsi di tutti i 
minori di ordine r — h -r l della matrice delle ?, 
e non l'annullarsi dei minori di ordine r — h. Cal- 
colando tutti i minori di ordine r — /» + 1, egua- 
gliandoli a zero, trascurando tutte quelle fra tali 
equazioni che sono conseguenza delle altre, e cer- 
ando, se ciò è possibile, un sistema di equazioni 
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più ridotto, donde si deducano tutte quello già co- 
struite, si ottiene un sistema irriducibile, il qua\p 
però, nel caso generale, non rappresenta un sistema 
avente le proprietà richieste, e per ottenere 
invece questo, sarà necessario aggregare altre 
equazioni, della cui costruzione ci siamo occupati 
nel § precedente. 

Ora vogliamo esaminare un caso in cui un si- 
stema ottenuto semplicemente nel modo qui indi- 
cato, cioè eguagliando a zero tutti i minori di or- 
dine r — A + 1 della solita matrice, e indi oper 
rande le opportune riduzioni, rappresenta già da 
se un sistema godente delle indicate proprietà, per 
modo che in tal caso resterà notevolmente ridotta 
la ricerca di cui abbiamo trattato in generale nel 
§ precedente. 

Sieno date, come avanti, le q trasformazioni in- 
finitesimali, fra le quali se ne possano scegliere, 
come sopra, r corrispondenti ad un sistema com- 
pleto^ mentre le altre q — r si esprimano linear- 
mente (a coefficienti variabili) mediante queste. Se 
quelle r corrispondono ad un sistema completo, 
ciò vorrà dire che sussisteranno le relazioni : 

{XjXi)=Ì Vis(x)X., (l) 

dove le y sono in generale funzioni delle or, rego- 
lari in un certo campo. Poniamo eguali a zero 
tutti i determinanti di .ordine r :— A + 1 della ma- 
trice delle ;; supponiamo che si abbia un sistema 
di equazioni compatibili; riduciamole al minimo 
numero e alla più semplice espressione, e imma- 
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ginìamo di considerare l'assieme di tutti i si* 
Bj;emi dì valori delle co per i quali tali equazioni 
sieno soddisfatte, supposto al solito che tale as* 
sieme faccia parte del campo in cui le l si imma- 
ginano regolari. 

Se ora noi supponiamo che il campo in cui sono 
regolari le sopradette funzioni y, comprenda que- 
sto nel quale si annullano tutti i suddetti deter- 
minanti di ordine r — A+ 1, si può far vedere 
che il sistema costruito di equqzioni^ ammette 
tutte le trasformazioni infinitesimali date. 

Per dimostrare ciò ricorreremo al teorema enun- 
ciato alla fine del § 2, cioè che perchè un sistema 
di equazioni ammetta ciascuna delle trasforma- 
zioni infinitesimali X, è sufficiente che la X ap- 
plicata a ciascuna delle equazioni del sistema, dia 
per risultato una combinazione lineare dei primi 
membri delle equazioni stesse, con coefficienti che 
sieno però funzioni regolari nel campo di tutti 
quei sistemi di valori che soddisfano contempora- 
neamente le equazioni. 

Indichiamo con D\^ D^^... i determinanti di 
ordine r— A.+ l della matrice delle 5, e appli- 
chiamo una Xj su di una D, che, per fissare le 
idee, supponiamo p. es. che sia quella delle prime 
r — h-\-\ linee, e delle prime altrettante colonne. 
Possiamo scrivere: 

XjD= S 2 Xj\i/^, (2) 

trrl y=l C ^*v 

e osserviamo che le derivate ttv-, non sono ohe i 
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complementi algebrici degli elementi 5»v nel de- 
terminante D. 
Ora da (1) si ha: 

r 

cioè: ì J 

n g 5 • r 

Xj ^iv = 2 ^»« • ~o~^I h Z Yy« ^8V , 

e sostituendo in (2) si ha: 

<:^l : yzrl ^8 i=ì 5fV ( 






«=1 [<:^l y=l 8 ; 



dliv ì 



(3) 



Ora le espressioni: 

r-ì^^ d D ^-y-1 , a 2) 

non sono altro che somme di prodotti di comple- 
menti algebrici degli elementi di una colonna o 
di una lìnea di i>, per gli elementi dì una colonna 
lìnea parallela presa o in Z> stesso, o più gene- 
ralmente nelle due matrici che sono parti della 
matrice totale delle I, e la cui intersezione è pre- 
cisamente il determinante D, Le suddette somme 
sono perciò, secondo i valori di «, o zero, o eguali 
a D stesso, o infine eguali a determinanti di or- 
dine I* — /i + 1 compresi nelle suddette due ma- 
trici. 



188 Gap. 11^ § i. Eq. inv, risp. a gruppo ad r par* 

Si vede quindi da (3) che Xj D si esprimerà 
linearmente mediante le D stesse, con coefficienti 

che sono somme di termini come -z — -^ e yyts. Per 

le ipotesi fatte, poiché le derivate delle \ sono 
naturalmente regolari nel campo in cui sono re- 
golari le ^, e poiché in tal campo é supposto csoia- 
preso quello in cui si annullano tutte le 2), e in 
questo ultimo si suppongono regolari le v, appli- 
cando il teorema suindicato, si ricava che le equa- 
zioni Z) = ammettono tutte le trasformazioni in- 
finitesimali X* 



Un caso particolare di questo teorema è som- 
mamente interessante ed é quello in cui le r tras- 
formazioni infinitesimali sieno atte a generare un 
gruppo ad r parametri, il che avviene allora e 
solo allora che le suindicate funzioni y sono co- 
stanti. In tal caso è naturalmente sempre soddi- 
sfatta la condizione della regolarità delle y, e quindi 
è applicabile il teorema anzidetto. Abbiamo per- 
ciò l'importante risultato: 

Date q trasformazioni infinitesimali, delle quali 
r sieno atte a generare un gruppo ad r parame- 
tri^ e le altre sieno combinazioni lineari (a coef- 
ficienti variabili) delle prime, eguagliando a zero 
tutti i minori di ordine r — h + l della matrice 
delle ;, riducendo tali equazioni al minimo nu- 
mero e alla più semplice espressione e supposto che 
il campo in etti tali equazioni sono soddisfatte ap- 
partenga a quello di regolarità delle ;, si ha sen- 
^^ altro un sistema di equazioni che ammette iutte 
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le trasformazioni infinitesimali date^ e quindi poi, 
ricordando quanto abbiamo detto nel § 2, si ha 
anche che il suddetto sistema di equazioni è in- 
variante per tutte le trasformazioni del gruppo 
ad r parametri generato dalle r trasformazioni 
infinitesimali. 

Di questo teorema importante cho completa per 
ì gruppi a più parametri generati da trasforma- 
zioni infinitesimali y la facile ricerca fatta per i 
gruppi ad un parametro nella prima parte del 
§ 3, sono contenute tre dimostrazioni nell'Opera 
di LiE (Th. d. Transformat., voi. I, pag. 228, 239, 
241). A noi è parso più conveniente disporlo come 
corollario di un teorema assai più generale che il 
LiE stesso dà alle pag. 244-245, con una dimo- 
strazione che è in sostanza la stessa di quella da 
noi riportata. 

Col suddetto teorema si vengono a costruire dei 
sistemi di equazioni invarianti rispetto ad un gruppo 
ad r parametri, . prendendo però le mosse dalle 
trasformazioni infinitesimali del gruppo stesso. 

Non vogliamo però mancare di osservare in che 
modo potrebbero costruirsi anche consimili si- 
stemi, quando si faccia astrazione dalle trasfor- 
mazioni infinitesimali del gruppo (le quali potreb- 
bero essere anche non possedute da esso) e si im- 
magini invece di conoscere le formolo finite delle 
trasformazioni del gruppo. 

Poniamo in queste per x^ ... Xn dei valori fissi, 
o:\ . . . xK , e per le xU le Xi , e si abbiano così 
le formolo: 

Xi — fi (d?^, «1 a2 . . . ar ). (4) 
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Facendo variare le a in tutti i modi possibili, si 
hanno infiniti sistemi di yalori per le x^ che rap- 
presenteranno le coordinate degli infiniti punti 
in cui si trasforma il punto Xi^ , . . x%. Sia yi.,.yn 
uno di tali punti, quello p. es. ottenuto coi valori 
ai . . .Or dei parametri, ed applichiamo ad esso 
una trasformazione del gruppo, p. es. quella coi 
parametri (^ ... òr ; si otterrà il punto: 

^i = fi (2/1 &i . . . 6r ) = fi {f (x^, a), &), 

ed avendo supposto che le trasformazioni formino 
un gruppo, ne viene: 

Zi = fi {x^^ e), 

cioè il punto Zi , . .Zn è un altro dei punti in cui 
si trasforma 0Ci^...x%. Ne risulta che l'assieme 
di tutti tali punti, sarà rappresentato da un si- 
stema di equazioni invarianti rispetto al gruppo. 
Ora tal sistema di equazioni lo si trova subito 
eliminando le a fra le (4), e quindi si ha un 
mezzo per trovare così tutti i sistemi di equazioni 
invarianti rispetto ad un gruppo, quando sono co- 
nosciute le equazioni finite di questo; è da os- 
servarsi che per seguire questo metodo non è ne- 
cessario supporre che il gruppo dato possegga la 
trasformazione identica e quindi trasformazioni 
infinitesimali. 
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§ 5. BaFPBESENT AZIONE GEOMETRICA BEI SISTEMI 
DI EQUAZIONI INVARIANTI RISPETTO AD UN 

GRUPPO. Sottogruppo di stabilità di un 

PUNTO. 

È utile ora esaminare il significato geometrico 
che hanno molti dei precedenti risultati, allo scopo 
anche di ritrovarne dei nuovi, dal punto di vista 
geometrico. 

Un sistema di equazioni, quando le x si inter- 
pretano come le coordinate di un punto di uno 
spazio ad n dimensioni, rappresenta una varietà, 
in questo spazio, di un numero minore di dimen- 
sione. 

Se il sistema di equazioni ammette la trasfor- 
mazione infinitesimale Xy e quindi (v. § 2) è in- 
variante rispetto al gruppo ad un sol parametro 
generato da X, per le trasformazioni di tal gruppo, 
un punto della varietà geometrica rappresentata 
da quel sistema di equazioni, si trasforma in un 
punto della varietà stessa; ma siccome sappiamo 
che in generale un punto si trasforma in un altro 
appartenente alla traiettoria passante per esso 
(v. Cap. I, § 7), così ne deduciamo -che 4Ùtta que- 
sta traiettoria appartiene alla varietà, cioè la va- 
rietà geometrica invariante sarà in generale il 
luogo di infinite traiettorie (naturalmente in par- 
ticolare potrebbe anche risultare di una traietto- 
ria sola). 
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Si ricava quindi il si^jaificato geometrico della 
soluzione del problema trattato sul principio del 
§ 3, dove abbiamo visto che per trovare un sistema 
di equazioni invarianti rispetto ad un gruppo, bi- 
sogna appunto considerare un sistema di equa- 
zioni arbitrarie fra gli integrali ^i . . . <pn-i, i quali, 
come sappiamo, eguagliati a eostanti fisse, rappre- 
sentano precisamente le equazioni generali delle 
traiettorie. 

Ma può darsi il caso che la traiettoria di un 
punto si riduca al punto stesso, cioè che il punto 
resti inalterato in se per tutte le trasformazioni 
del gruppo; ciò si ha quando per quel punto tutti 
i coefficienti l della X si annullano; se quindi 
tutti i punti della varietà geometrica, sono di tale 
specie, allora questa è invariante non solo nella 
sua totalità, ma in ciascuna sua parte, e anzi in 
ciascun suo punto, ed il sistema di equazioni ohe 
essa rappresenta conbiene il sistema di tutte le 
equazioni S = 0. Abbiamo così il secondo dei casi 
considerati sul principio del § 3. 

Consideriamo un punto della varietà invariante 
e operiamo una trasformazione infinitesima; quel 
punto si sposterà lungo la tangente alla traietto* 
ria passante per esso; ma poiché la traiettoria ap- 
partiene alla varietà, tale direzione di spostamento 
sarà tangente alla varietà stessa; se poi il punto 
è della seconda specie dianzi considerata, allora 
esso non si sposterà secondo alcuna direzione: pos- 
siamo perciò dire che una varietà sarà o no in- 
variante rispetto al gruppo generato da X secondo 
■che risulta o no di punti a ciascuno dei quali o 
non è coordinata alcuna direzione mediante la 
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trasformazione infinitesima X (punti cioè che la 
trasformazione X lascia stabili (v. Gap. I, § 8), 
ovvero vi è, mediante X, coordinata nna direzione 
tangente alla varietà stessa. 



Sieno date q trasformazioni infinitesimali: 

Sappiamo che i siatemi di equazioni che ammet- 
tono quelle q trasformazioni infinitesime possono 
classificarsi secondo l'ordiue massimo dei determi" 
nanti della matrice delle 5, che, mediante le equa- 
zioni del sistema, risultano diversi da zero (v. § 4) ; 
sia r — A tale ordine massimo, supposto al solito 
che r sia il numero di quelle X che corrispondono 
ad un sistema completo, mentre le altre q — r si 
esprimano linearmente per esse. 

Essendo i coefficienti ; di ciascuna X propor- 
zionali ai coseni della direzione, in cui si sposta 
di infinitamente poco un punto per effetto della 
trasformazione medesima X, ed essendo zero, per 
tutti i punti della varietà, tutti i determinanti di 
ordine r — A + 1 della matrice delle $, ne viene 
che le direzioni di spostamento di tutti tali punti, 
per effetto di tutte le X, si riducono ad r — h 
indipendenti^ e reciprocamente se tali direzioni si 
riducono ad r — A indipendenti^ allorq. evidente- 
mente per tali punti non potranno essere tutti 
zero i minori di ordine r — h della solita matrice 
delle ;. 

La varietà deve essere, come sopra, tangente a 
ciascuna di queste f — h direzioni indipendenti, e 
quindi essa deve avere almeno r — /t dimensioni; 
abbiamo dunque: 
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Ogni sistema di equazioni che ammette le q 
trasformazioni infinitesime date^ e per effetto di 
cui la matrice delle l acquista la caratteristica 
r — h^ è rappresentato da una varietà di almeno 
r — h dimensioni^ ai cui punti sono coordinate 
per mezzo delle Xi . . . X? , esattamente r — h di- 
rezioni indipendenti tangenti alla varietà stessa. 



Immaginiamo ora di considerare una varietà in- 
variante rispetto ad un gruppo ad r parametri, e 
vediamo prima di tutto come possiamo costruire 
geometricamente una tal varietà. 

Assumiamo un punto dello spazio ed applichiamo 
ad esso tutte le trasformazioni del gruppo, nello 
stesso modo tenuto alla fine del § prec. Sappiamo 
già che Vassieme di tutti i punti in cui si tras- 
forma il dato forma una varietà invariante ri- 
spetto al gruppo. 

Si può far vedere che tale varietà non è ridu- 
cibile in parti minori, ovverossia che da un punto 
di essa si può sempre con trasformazioni del gruppo 
passare ad ogni altro. Giacche se P è il punto 
iniziale al quale applichiamo tutte le trasforma- 
zioni del gruppo, e se Q^ B sono i due punti in 
cui P si trasforma colle trasformazioni rispett. 
T, (I, è evidente che colla inversa t-i di t si passa 
da ^ a P, quindi col prodotto di ff per x""^, cioè 
(iT-i* si passerà da Q ad R. 



* Hicordiamo la convenzione da noi già adottata 'v. p. 4) 
di intendere che la prima trasformazione da operare sia 
sempre quella che scriviamo più a destra. 
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Fra le trasformazioni del grappo ve ne sieno in 
generale oo* ohe lascino invariato un determi- 
nato punto P; esse formano naturalmente un sot- 
togruppo del dato; moltiplicando allora un'unica 
trasformazione t che muti P in ^ per ciascuna 
di queste, si hanno tutte trasformazioni che mu- 
tano P in ^; d'altra parte se ^i è un'altra tras- 
formazione che muta P in Q^ il prodotto t-i t^ 
lascierà invariato P e quindi deve essere una delle 
<x>^ supposte di sopra; perciò t^ deve essere il 
prodotto di t per una delle oo* . Infine dee delle 
trasformazioni così ottenute che mutano P in Q^ 
sono sempre diverse fra di loro, perchè facil- 
mente, supposta la loro eguaglianza, se ne dedur- 
rebbe quella di due che lasciano invariato P. 
Esistono perciò anche <x>^ trasformazioni le quali 
mutano P in Q e non più di oo* , supposto che 
ne esista una t ; tutte tali trasformazioni hanno 
la forma t(t, essendo o una qualunque delle oo^ 
che lasciano inalterata P. 

Considerando ora la trasformazione t a t-1; que- 
sta lascìerà inalterato Q^ e di esse, variando <t, ve 
ne sarà <x'^, tutte diverse; giacche, come è facile 
dimostrare, dall'eguaglianza di due di esse, si de- 
durrebbe quella delle due ff corrispondenti. Inoltre 
ogni altra trasformazione ^ che lasci inalterata 
Q^ è di questa forma, perchè il prodotto t-15t 
lascia inalterato P e quindi è una <?. 

Dunque se il dato gruppo ad r parametri con- 
tiene oo* trasformazioni che lasciano invariato P, 
conterrà oo^ trasformazioni che lasciano invariato 
ciascuno dei punti Q in cui si trasforma P, cioè: 
tutti i punti della varietà invariante generata da 
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P, nel modo indicato iti principio^ ammettono 
tante trasformazioni in se stesse per quante ne 
ha P. 

Si può inoltre notare: 

Se si indicano con cr le trasformazioni che la- 
sciano inalterato P, quelle che lasciano inalterato 
4j saranno della forma tctt-i, essendo t una di 
quelle che muta P in Q; od, in altri termini, ado- 
perando una denominazione che introdurremo più 
tardi (v. Cap. II, § 8), possiamo dire che il sot- 
togruppo delle trasformazioni che lasciano inva- 
riato Q è il trasformato del gruppo di quelle che 
lasciano invariato P. 

Considerando allora tutti i punti come P che 
ammettono precisamente oo^ trasformazioni in se 
stessi, si vedo che essi per le trasformazioni del 
gruppo non possono che al più permutarsi gli uni 
negli altri, quindi possiamo dire: 

U assieme di tutti i punti che hanno oo'* tras- 
formazioni in se stessiy è invariante rispetto al 
gruppo. 

Possiamo far vedere che un punto che ammette 
cx)'* trasformazioni in se stesso^ deve ammettere 
esattamente h trasformazioni infinitesimali indi- 
pendenti del gruppo^ cioè che devono esistere h 
simboli X, combinazioni lineari indipendenti, a 
coefficienti costanti, degli r che generano il gruppo, 
tali che i loro coefficienti \ sieno identicamente 
zero per le coordinate del punto che si considera; 
in altri termini (v. Cap. I, § 8), devono esistere 
h trasformazioni infinitesime indipendenti le quali 
per quel punto sono di ordine superiore a zero, 
cioè che lasciano stabile quel punto. 
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In effetti scriYiama le trasformazioni del grappb 
canonico sotto la solita forma: 

a?',' =Xi +~ X Xy Xj Xi + ,,,; (1) 

1 j=i 

se esiste una trasformazione (che non sia Tiden-^ 
tica, cui corrisponderebbe il valore ^ = 0) che 
rende x'i =Xi ^ e a cui corrispondano i valori 
X'i, . . . X'r , t', dei parametri, bisogna che sieno 
identicamente zero, per le coordinate di tal punto 
le espressioni: 

(l\X, + ...+rrXr)Xi, (2) 

cioè, chiamando al solito vi, . . . , ^n, i coefficienti 
di Xj , devono aversi le equazioni : 

^'i5ii +...+>V?ri=0 \ 
(3) 

e fissati poi i valori X', se facciamo mutare t in 
infiniti modi, otteniamo evidentemente, soddisfatte 
che sieno le (3), infinite trasformazioni che, come 
quella supposta, lasciano anche inalterato il punto. 
Supposto dunque che vi sieno e»* trasforma- 
zioni che lasciano inalterato il punto, ne viene 
che vi saranno h sistemi indipendenti di valori 
delle \ per i quali sono soddisfatte le equazioni 
{S)i e non più di h; perciò la caratteristica della 
matrice delle S, prese queste per il punto consi^ 
derato, sarà esattamente r — h, e quindi vi sa- 

Pascal. 12 
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ranno h trasformazioni infinitesimali indipendenti 
(2) ammesse dal punto e non più di A. 

Essendo poi chiaro dalle stesse formolo prece* 
denti che ogni punto che ammette h trasforma- 
55Ìoni infinitesimali indipendenti, ammette oc* tras- 
formazioni in se, ne viene che: 

La totalità dei punti che ammettono h e non 
più di h trasformazioni infinitesimali indipendenti 
fra quelle che generano il gruppo^ forma una va- 
rietà invariante. 

Da ciò possiamo dedurre come corollario il teo- 
rema che abbiamo dimostrato analiticamente alla 
fine del § 4, cioè che eguagliando a zero tutti i 
determinanti di un certo ordine della matrice 
delle S, si hanno sistemi di equazioni invarianti 
rispetto al gruppo. 

Giacche se noi eguagliamo a zero tutti ì deter- 
minanti di ordine r — h+ \ della matrice delle ? 
{h essendo un numero qualunque minore o eguale 
ad r), e supponiamo al solito che tali equazioni 
sieno compatibili, otteniamo una varietà, i cui 
punti ammettono almeno h trasformazioni infini- 
tesimali indipendenti; propriamente potendo in ge- 
nerale immaginarsi che alcuni di essi annullino 
solo i determinanti di ordine r — A + 1 e non 
quelli di ordine r — A, altri annullino anche tutti 
quelli di ordine r — h, altri anche tutti quelli di 
ordine r — h — 1, ecc., ne viene che la totalità 
di tutti siffatti punti, sì divide in varie parti, di 
cui i punti della prima ammettono esattamente h 
trasformazioni infinitesime, i punti della seconda 
ne ammettono esattamente A + 1, ecc. In forza 
dell'ultimo teorema ciascuna di queste parti co- 
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stìtuisce da sé uDa varietà invariante e quindi 
sarà invariante anche il loro assieme. 



Dalle considerazioni fatte in questo §, con Tin- 
troduzione del concetto di ordine di una trasfor- 
mazione infinitesimale (v. Cap. I, § 8), possiamo 
dire che: 

Se per un punto x^ la matrice delle 5 acquista 
la caratteristica r — ft, esisteranno esattamente h 
trasformazioni infinitesimali indipendenti appar- 
tenenti al gruppo^ le quali sonOf per il punto a?®, 
di ordine maggiore di zerOj che cioè lasciano sta- 
bile il puntOy non coordinando ad esso alcuna di- 
rezione. Ma le trasformazioni infinitesimali indi- 
pendenti del gruppo sono r, dunque devono esi- 
stere r — h altre trasformazioni infinitesime indi- 
pendenti le quali per quel punto sono di ordine 
zero^ cioè per le quelli a quel punto sono coordi- 
nate esattamente r — h direzioni indipendenti. 

Supponiamo ora che la matrice delle ; abbia 
caratteristica r ^h^ ma non, come sopra, per un 
particolare punto ^®, sibbene per un punto x qua- 
lunque, il che viene a dire che le Xj . . , Xr non 
sono assolutamente indipendenti, sibbene r — A di 
esse lo sono, e le altre h si esprimono linearmente, 
con coefficienti funzioni delle a?, mediante le 
prime. Per fissare le idee supponiamo che: 

Xj y JÌ2 • • • 'X.r'-hy 

sieno assolutamente indipendenti (v. Cap. I, § 8), 
e che le rimanenti sieno esprimibili con le for- 
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Xr^h-\-8 = /«l (x) Xi + ... + Is^-h {X) Xr-h, (4) 

dove le x sieno delle funzioni delle x. 

Consideriamo poi un punto x^ per il quale la 
matrice dei coefficienti delle prime r — h X (cioè 
solo di quelle che sono assolutamente indipendenti) 
non si annulli; un siffatto punto lo chiameremo, 
per brevità, tin punto di posto generale. 

Per questo punto la matrice completa delle ^ 
avrà esattamente per caratteristica r — h; perciò 
è applicabile il precedente teorema, e possiamo 
dire: 

Se delle r trasformazioni infinitesimali di un 
gruppo ad r parametri ve ne sono r — h, e non 
più,, assolutamente indipendenti, ve ne saranno 
altrettante le quali per un punto di posto gene- 
rale sono di ordine zero, ed h le quali sono di 
ordine maggiore di zero. 

Si può anche facilmente far vedere quali sono 
le une e le altre; giacche è evidente che per 
x=x^, non può annullarsi nessuna delle Xi ...Xr-h 
e neanche una loro combinazione a coefficienti co- 
stanti; altrimenti si annullerebbe, per x=.x^^ la 
matrice dei coefficienti delle prime r — A X, il 
che è contro T ipotesi che x^ sia un punto di po- 
sto generale; quindi le r — h trasformazioni di 
ordine zero sono precisamente le Xj . . . Xr—h' 

D'altra parte se noi formiamo le h combina- 
zioni a coefficienti costanti: 

Xr~h+s - /si (.C®) A^j — . . . - yg ,..;, {x^) Xr^h, (5) 
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ottenute in modo evidente dalle formole (4) col 
sostituire oo^ ad x solo negli argomenti delle /, si 
hanno trasformazioni, infinitesimali appartenenti al 
gruppo, fra loro indipendenti (perohè una rela- 
zione lineare a coefficienti costanti fra esse, ne 
porterebbe per necessità una fra tutte le X^ . . . ^r 
del gruppo dato, il che è contro T ipotesi), e le 
quali per x = ùo^ si annullano identicamente in 
forza delle relazioni (4), e sono perciò di ordine 
superiore a zero. Restano così costruite le h tras- 
formazioni infinitesimali di ordine maggiore di 
zero^ di cui si parla nel teorema precedente. Ogni 
trasformazione infinitesimale del gruppo e di or- 
dine maggiore di zero^ per x = x^ è una combi- 
nazione a coefficienti costanti delle (5). 

Le trasformazioni infinitesimali (5) lasciano sta- 
bile il punto o^, secondo la denominazione intro- 
dotta nel Gap. I, § 8; e si potrebbero chiamare 
le trasformazioni infinitesimali di stabilità del 
gruppo dato relativo al punto x^. 

E evidente che esse sono atte a generare un 
gruppo ad h parametri, giacché formando con due 
di esse una parentesi si deve avere una trasfor- 
mazione infinitesimale di ordine maggiore di zero 
(v. nel Cap. I, § 8, il teorema relativo all'ordine 
di una parentesi in rapporto agli ordini delle com- 
ponenti), e d' altra parte, poiché tutte le ^i . . . Xr 
formano già un gruppo, la medesima parentesi 
deve esprimersi linearmente mediante esse (v. il 
secondo teorema di Lie, Cap. I, § 13); deve per- 
ciò esprimersi mediante quelle fra le Xi . . . Xr 
che sono di ordine maggiore di zero, cioè appunto 
mediante le (5). Jl gruppo formato da queste è 



182 Cap 11^ § 6. Invariantività di un sist. compi. 

un sottogruppo ad h parametri del dato; esso è 
precisamente quello dì cui abbiamo trattato dì 
sopra, costituito da tutte le oo^ trasformazioni che 
lasciano invariato il punto P s (x^) ; lo possiamo 
chiamare il sottogruppo di stabilità del punto x^. 
Possiamo allora enunciare il teorema: 

Se le r trasformazioni infinitesimali del gruppo 
dato sono assolutamente indipendenti (cioè se /* = 0), 
il sottogruppo di stabilità di un punto di posto 
generale si riduce alla trasformazione identica. 
Inoltre: Il sottogruppo di stabilità di un punto, 
è il trasformato di quello di un altro (v. sopra). 



§ 6. Invariantività di un sistema completo 
di equazioni a derivate parziali, lineari, 
di 1.° ordine, omogenee, rispetto ad un 

GRUPPO. 

Si abbia un sistema completo, di quelli consi- 
derati nel § 10 del Cap. I, e indichiamolo con: 

Y^F=Q YqF=0, (1) 

e un altro sistema analogo scritto nelle varia- 
bili x'\ 

r/i^=0 rgF=0. (2) 

Si sa (v. Cap. I, § 10) che il sistema resta com- 
pleto se alle sue equazioni sostituisco delle com- 
binazioni lineari indipendenti delle medesime, ed 
è chiaro che così facendo gli integrali comuni del 
sistema restano inalterati. 
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Supponiamo operata una trasformazione delle 
variabili x nelle x\ per modo che il sistema (1) 
resti trasformato in uno espresso nelle variabili 
x\ e supponiamo che ciascuna delle equazioni 
così ottenute da (1) sia una combinazione lineare 
delle equazioni (2), per modo che in tal maniera 
le (1) corrispondano a q combinazioni lineari in* 
dipendenti delle (2). Quando ciò si verifica diremo 
che i due sistemi (1) e (2) sono equivalenti ed 
allora chiaramente ogni integrale di (1), trasfor^ 
mate nelle x\ diventa un integrale di (2) e vice-* 
versa, per modo che potrebbe assumersi questa 
ultima proprietà come definizione dell'equivalenza. 
Se ciascuna delle equazioni del sistema (2) non è 
altro che una combinazione lineare di quelle del 
sistema (1) quando in questo vi si scambii sola- 
mente X in x\ allora mediante la data trasforma* 
zione il sistema (1) appare equivalente a se stesso, 
cioè, come si dice, il sistema (\) è invariante ri- 
spetto alla data trasformazione. 

Noi vogliamo ricercare quali sono le condizioni 
perchè un dato sistema, come (1), sia invariante 
rispetto ad una trasformazione, ovvero rispetto a 
tutte le trasformazioni di un gruppo ad un para* 
metro. 

Assegnata una trasformazione: 

co\ = fi(c\ (3) 

se, mediante questa, il sistema (1) deve trasfor^ 
marsi in sé stesso, ogni integrale comune di (l) 
dovrà trasformarsi in un integrale di (I) stesso; 
viceversa se ogni integrale 4i (1) si trasforma me- 
diante (3) in un integrale 4^1 sistema (1) stesso 
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(scritto naturalmente nelle variabili x'\ allora, 
poiché il sistema trasformato di (I) ha natural- 
mente anch'esso per integrali le trasformate degli 
integrali di (1), ne viene che il sistema trasfor- 
mato di (1) è equivalente al medesimo sistema (1) 
scritto nelle variabili x\ cioè è equivalente a sé 
stesso. 

Dunque: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il si- 
stema (ì) sia invariante rispetto alla trasforma- 
zione (3), è che^ supposto che ? (x) sia un suo in- 
tegrale^ lo sia anche ^{f{^))»* 



Si abbia ora un gruppo ad un parametro ge- 
nerato da una trasformazione infinitesimale X, e 
si voglia ricercare la condizione necessaria e suf- 
ficiente perchè (1) sia invariante rispetto a tutte 
le trasformazioni di questo gruppo* 

Avendosi, per tali trasformazioni nell'intorno 
della trasformazione identica, le formolo: 

^{x') = ^{x) + l-Xf{x) + .,. (4) 

dove <p(^) rappresenta una funzione arbitraria, 
che, nel nostro caso, porremo eguale ad un inte- 



* A spiegare chiaramente ciò, acciocché un principiante 
non incorra in qualche facile confusione, osserviamo quanto 
sof^ue: se scriviamo il sistema (1) nelle a;', un suo integrale 
sarà 9{x')', operiamo su questo la trasformazione (3), e ai 
ha ^{fix)) il quale, per quanto si è detto, deve essere inte- 
grale del sistema (1) scritto nelle <c. Ed è ciò appunto che 
■ilferma il teorema. 
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^pale di (1), e tenendo conto del teorema prece- 
dente, si ha che, per la invariantività del sistema 
(1), 9 (j?'), espresso nelle a?, cioè l'espressione data 
dal secondo membro di (4), deve essere integrale 
di (1), ma lo è già «(^p), dunque lo sarà: 

e qumdi anche , cioè: 

z 



per qualunque ^, e quindi anche per ^ = 0; dedu- 
ciamo dunque che X<f{x) deve essere integrale 
di (1). D'altra parte se X<^(x) è integrale di (1), 
chiamando <fi, ?2 • • • ?«-ffi ^"^^ì gli n — q integrali 
indipendenti di (l), per un teorema noto (vedi 
Gap. I, § IO) Xff(x) deve essere funzione di: 

?i • • • ?«~<?i 

cioè eguale a i' (?i . . • ?»-ff). Ma allora formando 
X*<p(a:), cioè X^^ che è eguale a: 

e osservando che ciascuno dei termini del secondo 
membro e, in forza delle nostre ipotesi, una fun- 
zione delle <p, si ha che J?^<p(a;) è una funzione 
delle cp, e quindi è integrale del sistema (1); si- 
milmente sono integrali X^ <p (a?), ecc., cioè ogni 
termine del secondo membro di (4), e quindi tutto 
tal secondo membro, cioè ^(x'). Kesta così pro- 
vato che; 
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Condizione necessaria e sufficiente perchè il si- 
.stema (1) sìa invariante per tutte le trasforma- 
zioni del gruppo generato da X^ è che operando 
la X su ciascun integrale di (1) si abbia ancora 
un integrale di (1). 

Questa condizione la si può ridurre ad una 
forma che non presupponga la preventiva cono- 
scenza degli integrali di (1). 

Essendo ^^ un integrale di (1), si ha: 

7)^X^ = 0, 

ma da Ya? <p = si ha : 

XYk^ = 0, 
dunque: 

(r»z)? = o, 

Se dunque consideriamo il sistema dì equazioni 
a derivate parziali, lineari, omogenee, di primo 
ordine: 

{YicX)F=-0 , {k = \, 2,...^) (5) 

questo sistema ammette i medesimi integrali del 
sistema dato, e quindi le sue equazioni devono, in 
forza di quanto si è detto di sopra, essere com- 
binazioni lineari di quelle del sistema (IX 

D'altra parte, se ciò si verifica, ogni integrale 
9 di (1) è anche integrale di (4), ed essendo al- 
lora X F/b «p = 0, sarà anche Ia X» = 0, cioè X^ 
è integrale di (1) e quindi, per il precedente teo- 
rema, il sistema (1) è invariante rispetto alle tr^- 
sforjna^ioni del gruppo ^. Dunque; 
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Condizione necessaria e sufficiente per Vinva- 
riantipità del sistema (1) rispetto a tutte le tras- 
formazioni del gruppo generato da X, è che le 
espressioni {YkX) si esprimano linearmente me- 
diante le Y stesse. 



Si può far vedere che se un sistema (1) è in- 
variante rispetto al gruppo Xi, ed anche rispetto 
ad un altro gruppo X%, esso sarà invariante an- 
che rispetto al gruppo (Xi X2). 

Giacché: per l'identità di Jacobi (v. Gap. I, § 8) 
si ha: 

(( Yk XO X^) + aX,X^) Y, ) f ((X, Yk )X,) = ; (6) 
ora: 

8=1 
e quindi: 

{{YkX,)X^)=(t ^ks Ys,X2]= i (hs Ys^X,) = 

^^= Zd ^* ( Ys X2) — 2rf X<i ^hs . Ys . 

Ma per ipotesi ciascuno dei termini del primo 
sommatorio dell' ultimo membro si riduce ad una 
funzione lineare delle F, dunque tutto il secondo 
membro sarà una siffatta funzione lineare. Ope- 
rando ora similmente sull'ultimo termine della 
formola (6), e riducendolo quindi anch'esso ad una 
funzione lineare delle F, si vede infine che il ter- 
mine: # 



188 Cap- II, § 6*. Invariantività di un sist. compi. 



èj in forza delle nostre ipotesi^ una funzione li- 
neare delle F, e perciò il sistema (1) è invariante 
rispetto al gruppo {X^ X^, 



Facciamo infine vedere che se un sistema (1) è 
invariante rispetto ai grappi generati rispettiva- 
mente da Xi, Jl9, . . Jfr , esso sarà invariante an- 
che rispetto al gruppo generato da: 

dove le e sono costanti. 
Giacché calcolando le parentesi: 

{Yk,CiXi + ... -h Cr Xr) = 

= Ci{Yk Xi) + . . . + Cr{Y/c Xr ), 

ed osservando che per le nostre ipotesi, il secondo 
membro riesce tutto una funzione lineare delle F, 
resta dimostrato T assunto. 



Notiamo infine che formando le Y un sistema 
completo, ed essendo quindi le combinazioni: 

(YkYj) 

sempre combinazioni lineari delle Y stesse, ne 
viene che il sistema (1) è sempre invariante ri- 
spetto a tutti i gruppi generati da ciascuna delle 
Y stesse, od anche da una combinazione lineare a 
coefficienti costanti delle medesime* 
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§ 7. Invariantivita bispetto ad un gbuppo, 
di un sistema di trasformazioni infinitesime. 

Il SISTEMA DELLE TRASFORMAZIONI INFINITE- 
SIME CHE APPARTENGONO AD UN GRUPPO AD V 
PARAMETRI, È INVARIANTE RISPETTO AL GRUPPO 
STESSO. 

Si abbia un sistema di q trasformazioni infini- 
tesimali : 

Y\^ Y^ì . . . Fg , (1) 

di cui i coefficienti li chiameremo rispettivamente: 

mi 112 . . . nin 



"^ìgl ^^2 . . . "Iff». 



Operando una trasformazione delle yariabili x 
in altre variabili x\ le Y acquistano un'altra 
forma. 

Se ciascuna delle Y trasformate non è altro che 
una combinazione lineare omogenea a coefficienti 
costanti delle antiche Y scritte nelle variabili oo\ 
allora noi diremo che il sistema (1) è invariante 
rispetto alla data trasformazione. Se ciò si veri- 
fica, si avrà anche ohe una combinazione lineare 
a coefiScienti costanti delle (1), operandovi la data 
trasformazione, si riduce ad una combinazione li" 
neare a coefficienti costanti delle (1) stesse, quando 
in queste si fa il mutamento formale delle x nelle 
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x\ cioè si avrà una relazione del tipo: 

8=1 «=i 

indicando con y le F scritte nelle variabili x^ 
anziché nelle x\ queste relazioni dovranno sussi- 
stere identicamente, in forza della trasformazione 
assegnata, e, date arbitrariamente le e, le e' de- 
vono essere funzioni solamente di esse e dei coef- 
ficienti della trasformazione, cioè devono variare 
solo col variare delle e, purché resti fissa la tras- 
formazione. 

Possiamo far vedere che le e' devono propria- 
mente essere funzioni lineari a coefficienti costanti 
delle e. Giacche per la nostra ipotesi, ogni Ys si 
esprime con una combinazione lineare a coefficienti 
costanti delle F', cioè: 

Ys= ì pjsY'j, 

dove le p sono costanti, cioè indipendenti dalle x 
e x' ; quindi moltiplicando per Cs e sommando ri- 
spetto ad s e paragonando con (2), si ha infine: 



e' 



y- i 9jsCs. (3) 



s=l 



Si può inoltre osservare ohe si potranno sempre 
scegliere, almeno in un modo, i coefficienti e, tali 
che la trasformazione infinitesimale: 



Zi Cs Ys ^ 



8=1 
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resti da sé invariata colla trasformazione, cioè in 
modo che i coeflScienti e' risaltino tutti proporzio- 
nali alle e ; basterà porre nelle (3) ogni c's eguale 
ad un fattore p moltiplicato per Cs , e ricavare 
quindi dal sistema di equazioni lineari nelle e, 
così ottenute, il sistema di valori delle c> 



Immaginiamo ora tutte le trasformazioni di un 
gruppo ad un parametro generato da una trasfor-^ 
mazione infinitesimale X^ di cui i coefficienti sieno 
5i . . . ?n e vogliamo esaminare quando è che si 
verificÉ^ la relazione (2), in forza di tutte le tras- 
formazioni del gruppo; naturalmente le e' po- 
tranno variare in generale passando da una tras- 
formazione ad un'altra, perchè noi abbiamo già 
detto che esse in generale dipenderanno, oltre che 
dalle e, dai parametri della trasformazione. 

Dimostriamo prima di tutto la seguente formola: 

Y'j = Yj+j{XYj)^ ... (4) 

la quale è sussistente quando le a? e le x^ sono 
legate dalle solite relazioni: 

a'i^rzXi + —XXi + ... 



In effetti: 



8=1 OCs 
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Ma: 

a?s =■ 0?', — — Z'rc'fi + . . . = a?'« — — $'g -f . . . 

se con X' e V si rappresentano le stesse X e ; 
espresse nelle a;'; di qui si ha: 

Y'j ccs - rj x's ~ y 7V ;s + . . . = 

indicando anche qui con >]' i coefficienti >i scritti 
nelle a:'. 

Sviluppando ora colla solita formola le quantità 
V) js e FV 5's , cioè ponendo : 

ro^'.^r.Ss + yXFy ?% + ... 

e sostituendo, e raccogliendo i termini contenenti 
la prima potenza di ^, si ha infine la formola (4). 
Se dunque per qualunque valore di ^, la Y'j deve 
esprimersi linearmente e con coefficienti costanti 
mediante le F, bisogna, per effetto della formola 
(4), che la parentesi: 

iX Yj ) 

sia una combinazione lineare a coefficienti co- 
stanti delle Y stesse^ cioè eguale a : 

Z ffJy Yy • 
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D'altra parte questa condizione è anche suffi- 
ciente; possiamo cioè dimostrare che, verificandosi 
la anzidetta condizione, si possono determinare 
tali p dipendenti da t, ma non dalle x, che la 
espressione: 

i PJs Y'j , (5j 

risulti indipendente da t, quando in essa in luogo 
delle x' si pongano le loro espressioni in funzione 
di j:? e di ^ ed inoltre che per ^ = tutte le p si 
riducano a zero, meno la pss che si riduca ad 1. 
Se ciò dimostriamo, abbiamo evidentemente di- 
mostrato il nostro assunto, perchè allora la (5) 
deve essere eguale a ciò che da essa si ottiene 
ponendo anche ^ = 0; ma per ^ = la (5) si ri- 
durrà identicamente a F« e quindi si avrà allora 
la formola: 

r. = 1 pjs rv . (6) 

La derivata di (5) rispetto a ^ è: 

Ì^^n+ip,,^; (7) 

in questa espressione la -—.r- appare a tutta 

a t 

prima, e scritta così, un' espressione simbolica 
vuota di significato, perchè F' è un simbolo; è 
però evidente che con essa si intende quanto se- 
gue: prima di tutto si intende che nelle F' si sieno 
introdotte le variabili ir, la < e le derivate ri- 

Pascal. 13 
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spetto alle ^, e che i loro coefficienti si aleno 
così ridotti funzioni di a? e di f, indi che esse 
si iotendano operate su di una funzione di x, e 
infine che in luogo dei loro coefficienti si sosti- 
tuiscano le derivate dei medesimi rispetto a t. 
. Dalla (4) ricaveremo ora la desiderata derivata 
dì Y'j rispetto a ^, sotto forma di una serie; con- 
sideriamo per un momento la trasformazione che 
ha per parametro ^ + ^i , e chiamiamo a?" le va- 
riabili in cui si mutano allora le ^, e Y" le Y 
scritte nelle ;^''; otteniamo dalla (4) la formola: 

Y"j = Ys + ^^' {XYj) + ... (8) 

Se nel secondo membro di questa formola ri- 
cerchiamo il coefficiente della prima potenza di 
^1, otteniamo esattamente la derivata rispetto a t 
ricavata dal secondo membro della formola (4), 
quindi se noi possiamo ordinare il secondo mem- 
bro di (8) secondo le potenze ascendenti di <i, ab- 
biamo risoluto la nostra questione. Ma sappiamo 
che la trasformazione col parametro t + fi corri- 
sponde al prodotto delle due, una col parametro 
f, l'altra col parametro f^, e che quella col para- 
metro ti è precisamente quella che fa passare 
dalle x' alle x'\ dunque noi possiamo scrivere, 
(sempre in forza della formola (4)): 



t 



abbiamo così ottenuto lo sviluppo di F'V secondo 
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le potenze di ^i, e quindi possiamo affermare che 
la richiesta derivata non è altro che: 

'^^ = iX'Y'j), (9) 

a t 

ed, in forza della nostra ipotesi, il secondo mem- 
bro dì (9) sarà una combinazione lineare a coef- 
ficienti costanti delle Y\ cioè si avrà: 

d Y'j ^ 

-Jt-=^,9JrY'r. (10) 

Sostituendo questa espressione in (7) e racco- 
gliendo opportunamente, si ha infine che la deri- 
vata di (5) rispetto a t assume la forma: 

^7 + !,*"•«■)'"'• ('" 






che sarà zero quando saranno soddisfatte tutte le 
condizioni : 

Queste formano un sistema di q equazioni dif- 
ferenziali cui devono soddisfare le q funzioni di 
^ : pi« . . . pgs; noi le possiamo sempre risolvere con 
la condizione che per ^ = si riducano tutte a 
zero, meno la p»« che si riduca invece ad 1* 

E perciò dimostrato il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il si- 
stema di trasformazioni infinitesimali Yi . . . F^ , 
sia invariante rispetto al gruppo ad un para- 
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meiro generato dalla trasformazione infinitesi- 
male X, è che le parentesi {X Yj ) sieno espri^ 
mibili linearmente, a coefficienti costanti, mediante 
le Y stesse. 

Da questo teorema risultano alcuni corollari fa- 
cili a dimostrarsi. 

Se un sistema Yi . . . Yg è invariante per i gruppi 
definiti da Xi, Xg, . . . , sarà invariante per tutti 
i gruppi definiti da una qualunque combinazione 
lineare a coefficienti costanti delle X stesse» 

Se un sistema Y^. , . Yg è invariante per i gruppi 
generati da Xi,X2, lo sarà anche pel gruppo gè- 
nerato da (Xi X^, 

Le dimostrazioni di questi teoremi sono le stesse 
di quelle fatte altre volte in occasioni simili e 
perciò le tralasciamo; il secondo di essi si dimo- 
stra mediante la solita identità di Jacobi. 

Vogliamo aggiungere una osservazione a propo- 
sito della formola (4), della quale noi non abbiamo 
calcolati i termini successivi. Dalle dimostrazioni 
fatte risulta immediatamente una proprietà di 
tali termini, e cioè che se {X Yj) è una com- 
binazione lineare a coefficienti costanti delle Y 
stesse, lo stesso deve verificarsi per i suddetti ter- 
mini^ e ciò chiaramente, perchè allora, in forza 
del teorema dimostrato, la Y'j deve riuscire, per 
qualunque t, una combinazione lineare, a coeffi- 
cienti costanti, delle Y, Si può inoltre far vedere 
che se (X Y) è zero, anche i suddetti termini sono 
zero. Ma di ciò tratteremo nel § seguente. 
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Supponiamo ora che le Y siano le stesse X\ 
cioè che si abbia un sistema di trasformazioni in- 
finitesimali X\ , .. Xr ^ che debba essere invariante 
per tutte le trasformazioni del gruppo generato 
da una qualunque combinazione lineare a coeffi- 
cienti costanti delle X stesse, Xj Xj + . . . -f V X-. 
Applicando allora i teoremi precedenti troviamo 
immediatamente che condizione necessaria e suf- 
ficiente per ciò è che le parentesi {Xj Xi ) si espri* 
mano linearmente a coefficienti costanti mediante 
le X. 

Ora, come sappiamo, questa è appunto la condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè le r trasfor- 
mazioni infinitesimali sieno atte a generare un 
gruppo ad r parametri essenziali (v. Cap. I, § 14) ; 
quindi ne deduciamo, prima di tutto, un'altra forma 
del secondo teorema fondamentale della teoria dei 
gruppi, e poi, che le trasformazioni infinitesi- 
mali appartenenti ad un gruppo ad r parametri^ 
hanno la proprietà fondamentale di formare un 
sistema invariante rispetto a qualunque trasfor- 
mazione del gruppo stesso. 

Potrebbe ora chiedersi: quando è che ciascuna 
delle trasformazioni infinitesimali del gruppo, è, da 
se sola, invariante rispetto al gruppo? A ciò ri- 
sponderemo nel § seguente, 
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§ 8. Invàriantività di una trasformazione 
o di un gruppo rispetto ad una trasfor- 
mazione o ad un gruppo, ovvero permuta- 
bilità di due trasformazioni, o di due 
GRUPPI. Trasformazioni infinitesimali e sot- 
togruppi ECCEZIONALI O INVARIANTI DI UN 
DATO. 

Si abbiano due trasformazioni S, T e suppo- 
niamo che S sia data delle formolo: 

x\ = fi {X) , (1) 

e ohe T sia data da : 

y'i = ?/ iy\ (2) 

donde : 

Vi = h (yl . 

Queste ultime formolo scriviamole in due maniere 
diverse adoperando due diversi sistemi variabili, e 
cioè : 

^.' = ^i (^) , (3) 

e : 

z'i = ^- {X') ; (4) 

indi nelle formolo di S, in luogo delle 00 e delle x' 
sostituiamo i loro valori ricavati rispettivamente 
da (3) e (4). Si ha la trasformazione: 

«'.• = ?.[/'0H«)]. (5) 
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Questa nuova traformazione la chiamiamo tras- 
formata di (1) mediante (2^ e diremo che la (1) 
è invariante rispetto a (2), quando le (5) espri- 
mono fra^ z^ Q z \q stesse relazioni che le (1) fra 
x^ Q X. E facile riconoscere che la (5) risulta 
formata, come prodotto delle date, nel seguente 
modo : 

T/Sr-i, (6) 

intendendo, al solito, che si operi prima la trasfor- 
zione scritta più a destra (v. pag. 4). La dimo- 
strazione di ciò è semplicissima: basta esaminare 
le varie eliminazioni che abbiamo dovuto fare me- 
diante (1), (3), (4) per giungere a (5); eliminando 
le Xi fra (1) e (3), la trasformazione fra a?' e che 
si ottiene è eguale evidentemente al prodotto 
S T^^ ; ed eliminando poi x^ fra questa così ot- 
tenuta e la (4) si ha il prodotto (6). 
Sia ora la (6) eguale a S: 



donde si ha: 



ancora : 



TS=ST, (7) 



T=STS--^; (8) 



queste formolo ci mostrano subito che: 

1.® Quando una trasformazione è invariante 
rispetto ad un'altra^ il prodotto delle due è indipen- 
dente dalVordine dei fattori^ e reciprocamente^ cioè 
allora le due trasformazioni sono^ come si dice^ 
permutabile 
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2.® Quando una trasformazione è invariante 
rispetto ad un*aUra, anche la seconda è recipro- 
camente invariante rispetto alla prima. 



Sia G un gruppo, e T una trasformazione qua- 
lunque. Trasformare il gruppo G mediante jT, si- 
gnifica formare l'assieme di tutte le trasformate 
mediante T delle singole trasformazioni di G. Ora 
è facile vedere che : 

Trasformando il gruppo G mediante T, si ha 
ancora un gruppo. In effetti, se S, Sj, sono due 
trasformazioni di G, le loro trasformate sono ri- 
spettivamente : 

TST'\ TS^T-\ 

il cui prodotto è : 
TST-^TS,T-^=TSSiT''^^TiSSi)T-\ 

cioè è precisamente la trasformata del prodotto 
delle due date, e quindi essendo tal prodotto com- 
preso in (t, tale trasformata sarà compresa fra 
quelle ottenute dianzi. 

Il gruppo così ottenuto, trasformando G, sarà 
evidentemente il medesimo G, se T appartiene 
a (?, e sarà in generale un gruppo diverso nel 
caso contrario, pur non escludendo però che an- 
che quando T non appartiene a (? il gruppo tras- 
sformato possa essere G stesso. 

Se ora supponiamo che G sia un sottogruppo 
di un altro gruppo fl, e che T appartenga ad 
fl, con lo stesso ragionamento si prova che il 
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trasformato di G è un altro sottogruppo di H 
stesso. 



Sieuo date due trasformazioni infiaitesime X, 
Y, Secondo i principi del § prec. si dirà che Y 
è invariante rispetto a tutte le trasformazioni del 
gruppo f?enerato da X, quando, scritta F nelle ya- 
riabili x\ legate alle x dalle relazioni che corri- 
spondono alle trasformazioni medesime, si abbia 
Y' = p y' essendo p una quantità dipendente solo 
da t^ (parametro della trasformazione e il cui 
valore è 1 per ^ = 0) ; ciò porta, come sappiamo, 
che : 

{XY) = c r. (9) 

Un caso specialmente notevole si ha quando 
questa relazione fra le due trasformazioni X e F 
è reciproca, cioè quando anche X è invariante per 
tutte le trasformazioni generate da Y, Possiamo 
far vedere che quando si ha tale reciprocità la 
quantità p è indipendente da ty e quindi ha per 
valore i, e reciprocamente ; infatti noi sappiamo 
che essa è determinata dall'equazione differenziale 
(v. § prec.) : 

Ora se p = 1, questa equazione dà e = e quindi 
U (9) si riduce a: 

(X D = , (10) 
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il che mostra appunto che la relazione fra X e Y 
è reciproca, potendo il secondo membro (IO) in- 
tendersi indifferentemente come caso particolare di 
una funzione lineare di X, o caso particolare di 
una funzione lineare di Y, Se poi si ammette 

d p 
la (IO), ne viene c = e quindi -t^ = 0, cioè p è 

a t 

indy)endente da f, e quindi eguale ad 1, dovendo 
in ogni caso avere valore 1 per t = 0. Quando è 
verificata la (10), noi diremo che le due trasfor- 
mazioni infinitesimali X e Y sono fra loro per- 
mutabili; ricordando il significato della parentesi 
{X F), questa denominazione trova una maggior 
giustificazione nel fatto che allora X Y= VX» 

Come conclusione di ciò possiamo enunciare il 
teorema importante : 

Condizione nesessaria e sufficiente perchè ogni 
trasformazione finita del gruppo X^ lasci inalte- 
rata la trasformazione infinitesimale V, cioè dia 
luogo alla semplice relazione y'= Vi ò che sia 
zero la parentesi (X Y). 

E utile osservare inoltre che quando (XY) — 0^ 
avendosi : 

y'= y, 

nella formola (4) del § prec, i coefficienti dei ter- 
mini in t^, ^^ . . . , che noi non abbiamo calcolati^ 
devono essere zero e ciò perchè in tale ipotesi Y' 
deve essere eguale ad Y per qualunque valore 
di t 

Si può proporsi il seguente problema: date r 
trasformazioni infinitesimali y^ . . , y,- , atte a gè- 
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nerare ud grappo come si può determinare la più 
generale trasformazione la quale lasci inalterate 
ciascuna delle F, cioè dia luogo alle identità: 

E evidente che tutte siffatte trasformazioni for- 
mano un gruppo, e quindi il problema può anche 
enunciarsi dicendo: 

Determinare il gruppo fli tutte le trasforma- 
zioni fra le x' e x le quali rendono le F' iden- 
ticamente eguali alle 7. 

Noi non vogliamo però entrare nella trattazione 
di questo problema, e per un caso particolare di 
esso rimandiamo al Cap. IV, § 6. 



Consideriamo una trasformazione del gruppo ge- 
nerato da X, p. es. : 

(T) ^'i = oci + — Xxi + . . . 

e trasformiamola, nel modo sopradetto, mediante 
una trasformazione: 

(Ti) 2/'i=y* + Y^t/i +... 

* 
del gruppo generato da Y, supposto, per ora, 
nessun legame fra X e Y. 

Per trovare la trasformata di T procediamo nel 
seguente modo: 

Sia essa: 

T 

z'i = Zi + -Zzi + ... ; 
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dobbiamo trovare il parametro t e la trasforma- 
zione infinitesimale Z. Ora evidentemente Z non 
è altro che la X, quando in questa in luogo delle ^ 
si sostituiscono i loro valori in funzione di z, ri- 
cavati dalla trasformazione T, , in cui le y' sieno 
le 0, e le J/ sieno le .r, cioè dalla trasformazione 
Ti scritta sotto la forma: 

Zi — n -F -i Yxi + . . . 

Le X ricavate da queste formolo sono, indicando 
per un ro.omento con K' la Y scritta nelle va- 
riabili z: 

Xi — Zi ~~ y Zi ~r . . • 

Ora se in X per le x poniamo questi valori, in 
forza della formula (4) del § prec, otteniamo, in- 
dicando con X' la X scritta nelle z\ 

il secondo membro di questa espressione è pre- 
cisamente la Z richiesta, e perciò si ha' 



Zi 



Zi + y(^'+ y (^' ^0 4- . . .ì^» + . . . 



Il parametro t si calcola facilmente, osservando 
he per fj = 0, la T deve restare inalterata, e 



xU =0?,- + — 
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quindi, salvo il nome delle variabili (U cui can- 
giamento porta anche quello della notazione -AT' 
invece di X), questa trasformazione deve coinci- 
dere con T, e perciò, paragonando, risulta t = ^. 
La trasformazione trasformata, è dunque, se la 
scriviamo ancora nelle variabili a? e a?': 

X+-^{XY),..]xi+\.. (11) 

Se ora questa trasformata (l 1) deve essere eguale 
a T, qualunque sieno i parametri t e ti^ bisogna 
che {X Y) sia eguale a zero, e d'altra parte, per 
l'osservazione fatta di sopra (v. pag. 202), sappiamo 
che se {X Y) è zero, sono zero anche tutti i ter- 
mini seguenti del coefficiente di ^, cioè della tras- 
formazione infinitesimale che compare nella (11), 
perchè tale trasformazione infinitesimale non è 
altro in sostanza che quella del secondo membro 
' della formola (4) del § prec, e <|uindi se {X Y) 
è zero, le (11) coincide con la T, Abbiamo dun- 
que il teorema : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè le 
trasformazioni di due gruppi generati da X e F, 
sìeno fra loro permutabili, è che sia zero la pa- 
rentesi (X Y), cioè che sieno permutabili le due 
trasformazioni infinitesimali dei gruppi. 

Quando ciò si verifica, i due gruppi si chiamano 
permutabili. 

E utile ora mostrare con quanta facilità si possa 
ottenere questo stesso risultato, partendo dalla for- 
mola del prodotto di due trasformazioni finite, cioè 
dalla formola (7) del Gap. I, § 9. 
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Se la ^ (v. loc. cjt.) deve restare inalterata 
scambiandovi Xi con X2 e ^ con t\ e ciò per qua- 
lunque sistema di valori di t^ t\ lo stesso deve 
avvenire per: 

ft'lY(X,X2) + ^rt(X,X,X^) f ...], 

e quindi anche per: 

Y{X,X^) + ^''t{X,X,X^)^... 

Ma scambiando Xi con X^ e t con t^ si ha: 

Y {X, X,) + Y' t' {X^ X, X,) ^ ... 

e dovendo questa coincidere colla precedente per 
qualunque sistema di valori dv t e t\ si ricava 
{X, X2) = 0. 

D'altra parte se [Xi X^) ^0, sono evidente- 
mente zero anche tutte le altre parentesi che com- 
paiono nella formola (7), e questa si riduce per- 
ciò a: 

X3 = t X^ -{- 1 X2, 

e resta perciò inalterata coj^li scambi indicati; il 
teorema resta così dimostrato. 



Da questo teorema risulta una importante ap- 
plicazione al caso dei gruppi a più parametri. So 
consideriamo le trasformazioni di un tal gruppo, 
p. es., quelle generate della trasformazione infi- 
nitesimale Xi, e tutte quelle generato da A'2, la 
ondizione perchè le prime sieno permutabili con 
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tutte le seconde* è che (Xj X^) sia zero; abbiamo 
perciò : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè sieno 
fra loro, a due a due^ permutabili tutte le trasfor- 
mazioni di un gruppo ad r parametri^ è che sieno 
fra loro permutabili, a due a due^ le r trasfor- 
mazioni infinitesimali indipendenti del gruppo 
stesso. 



Può avvenire che non tutte le trasformazioni 
infinitesimali di un gruppo ad r parametri sieno, 
a due a due, permutabili, ma che ne esiste fra 
esse una la quale sia permutabile con tutte le 
altre ; in tal caso una siffatta trasformazione infi- 
nitesimale si dirà una trasformazione infinitesima 
eccezionale del gruppo. E evidente allora il teo- 
rema: 

// gruppo generato da una trasformazione infi- 
nitesima eccezionale di un gruppo ad r parametri 
è un sottogruppo permutabile con tutte le trasfor- 
mazioni del gruppo totale. 

Kicordando quanto si è di sopra dimostrato che 
cioè quando {X Y) è zero, allora U trasformata 
di Y mediante una qualunque trasformazione del 
gruppo X, è la Y stessa, e applicandolo al no- 
stro caso, possiamo dire che la trasformata di una 
trasformazione infinitesima eccezionale del gruppo, 
mediante una qualunque trasformazione finita del 
gruppo stesso^ è sé stessa^ cioè essa è da sola in- 
variante rispetto al gruppo. 

Evidentemente quindi se tutte le trasformazioni 
infinitesime sono eccezionali, cioè se si verifica il 
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caso che tutte le parentesi (Xi Yj) sono zero^ al- 
lora^ per le trasformazioni del gruppo^ ciascuna 
di esse resta da sola inalterata. 

Si può osservare che se r — 1 trasformazioni 
infinitesime indipendenti sono eccezionali, sarà ec- 
cezionale anche la r."»*, indipendente dalle prece- 
denti, il che si riconosce facilmente. 



Nei casi precedenti Sabbiamo l'esempio di sotto- 
gruppi del gruppo ad r parametri, i quali si tras- 
formano in se stessi per le trasformazioni del 
gruppo, ma in maniera che ogni loro trasfor*^ 
mazioue si trasformi da sola in sé stessa. Ora 
possiamo considerare un caso più generale e cioè 
quando il sottogruppo si trasforma in se stesso, 
ma le sue trasformazioni si permutino fra loro. 
Quando ciò si verifica, il sottogruppo si chiama 
eccezionale, o invariante rispetto al gruppo totale. 

Siene al solito Xi.. . Xr le trasformazioni in- 
finitesime di un gruppo ad r parametri, e consi- 
deriamo il gruppo della sola X^ . Le trasformate 
delle trasformazioni di questo mediante una qua- 
lunque del gruppo totale, cui corrisponda p. es. 
la trasformazione infinitesima: 

Y^iesXs, (12) 

è data dalla formola (11), in cui si ponga Xi in 
luogo di X, donde si vede che perchè essa ap- 
partenga ancora al gruppo generato da Xi , bi- 
sogna che (X] Y) sia eguale ad una costante mol- 
tiplicata per Xi stessa; e d'altra parte quando ciò 
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bì verifica, per un teorema dimostrato nel § prec.^ 
si sa che nello stesso modo saranno anche espri* 
hiibili i vari coefficienti delle potenze di fj che 
compaiono nella formola (11), e, quindi la (11) 
rappresenta allora effettivamente una trasforma^ 
zione del gruppo Xj. Intanto se {X^ Y) deve es* 
sere eguale a cX^, per qualunque Fdata da (12), 
cioè variando le es in tutti i modi possibili, è ne- 
cessario e basta che le parentesi formate con Xi 
e con qualunque altra delle X^, , , Xr sia il pre- 
dotto di una costante per X^ stessa. Possiamo 
perciò dire: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il sot* 
togruppo generato da X^ sìa un sottogruppo in- 
variante, è che tutte le parentesi: 

sieno eguali al prodotto di una costante per Xi» 
Supponiamo ora che le trasformazioni infinite* 
simali indipendenti Xi ,,,Xr-m comprese fra 
quelle r che formano un gruppo ad r parametri, 
formino da se sole un gruppo, e quindi un sotto- 
gruppo ad r — m parametri del dato. Perchè ciò 
accada, e necessario e sufficiente, come sappiamo^ 
che le parentesi: 

{Xi Xj) , (/, y= 1, . . . r — w) , 
si esprimano come combinazioni lineari delle sole 

Ci possiamo proporre la questione di ricercare 
quando un tale sottogruppo è invariante. Ripetendo 
gli stessi ragionamenti surriferiti, si ottiene : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il sud'' 

Pascal. 1* 
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detto sottogruppo generato da X^,., Xr-m , sìa 
invariante rispetto al gruppo totale^ è che le pa* 
rentesi: 

U— ^ 1 w/ 

ai esprimano linearmente e con coefficienti costanti^ 
mediante le sole X^, ., Xr-rn\ per modo che si ha 
che ognuna delle prime r — m X^ combinate in 
parentesi con una delle medesime, o con una delle 
rimanenti, deve dare sempre una combinazione 
lineare, a coefficienti costanti delle sole prime r — m. 

Abbiamo già visto (v^ Gap. I, § 14) che se 
Xi..,Xr formano un gruppo ad r parametri, an- 
che la totalità delle parentesi {Xj Xì) formano un 
gruppo che è identico al dato, o è un suo sotto- 
gruppo. Ora possiamo dimostrare facilmente che 
nel secondo caso, le {Xj Xì) formano propriamente 
un sottogruppo invariante del gruppo dato; giac- 
ché essendo : 

r 

{Xj Xi) = 21 Cji8 Xg 

si ha : 

{Xh {Xj Xi)) = i Cjis {Xh Xs) , 

6=1 

e in forza del precedente teorema, da questa 
formola resta dimostrato l'assunto. 

Anche facilmente può dimostrarsi il seguente 
altro teorema : 

Scy come sopra, -^i . . . X,.— m formano un sotto- 
gruppo invariante del gruppo totale generato da 
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Xi .. . X,,, anthe le parentesi costruite con le sole 
prime r — m X, formano un sottogruppo inva- 
riante* 

Infatti le parentesi {Xj Xì) {j\ f = 1, . . . r — wi), 
formano in ogni caso un gruppo che o è identico 
a quello generato da ^i... JG--m, o è un sotto- 
grappo di esso, e quindi, in ogni caso, fornìano 
un sottogruppo del gruppo totale. Ora essendo in- 
variante il sottogruppo generato da X^ . , . Xr^m^ 
8Ì avranno le relazioni : 

(Xi Xr^m-^j) = 21 Ct\t"-m{-j\8 Xgl , " h 

Ma si ha identicamente : 

{(Xh Xi) Xr-m+J) +■ {{Xi Xr-m-{-J) Xh) ^ 
+ {iXr^m+jXH)Xi)^Q, 

onde sostituendo per {Xi Xr^m^j) il suo valore 
ricavato dalla precedente formola, e per: 

{Xh Xr-m+j) f 

il valore analogo, supposto che h sia come i un 
indice fra 1, . . . , r — w, si riconosce che: 

{{Xh Xi) Xr-m+J) , 

è esprimibile linearmente, con coefficienti costanti, 
mediante le parentesi {Xs Xh)y dove s e h hanno 
i soli valori l,...r — m, e con ciò il teorema è 
dimostrato. 



CAPITOLO III. 
Proprietà relative alla costituzione dei gruppi. 



§ 1. Transitività dei gruppi. 

Un gruppo si dice transitivo^ quando in esso è 
compresa sempre almeno una trasformazione colla 
quale da un qualunque determinato sistema di 
valori a?i . . . a?« , (compreso naturalmente nel 
campo ({x)) in cui si ammette che devono essere 
compresi i valori delle variabili che il gruppo 
trasforma), si passa ad un qualunque altro anche 
prefissato sistema di valori, oo\. . . x'n , del me- 
desimo campo, cioè da un punto P dello spazio ((or)) 
ad n dimensioni, si passi ad un qualunque altro 
prefissato punto P' del medesimo spazio. 

Può avvenire che esistano trasformazioni per le 
quali, mentre P (arbitrario) si possa mutare in P' 
(anche arbitrario), si possa poi contemporanea- 
mente mutare Q in Q' (ambedue anche arbi- 
trarli); in tal caso si dirà che il gruppo è dop- 
piamente transitivo^ mentre che se ciò non si ve- 
rifica, si ha la cosidetta transitività semplice. Si- 
milmente potrà definirsi la ' transitività tripla^ 
quadrupla^ . . . k-pla. 
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Se: 
ào'i = fi {x^, . .Xn , ai . . . a,) (i= 1, . . . ;«) (1) 

sono le forraole per le trasformazioni del gruppo, 
dalla detta definizione risulta che possono fissarsi 
arbitrariamente in ((a?)) le x e le ^' e ricavare 
in ogni caso dalle (l) almeno un sistema di valori, 
compreso nel solito campo ((a)), per la a; biso- 
gnerà dunque che il numero r sia eguale o mag- 
giore di fi', se r fosse minore di n, allora fra 
le (1) potrebbero eliminarsi le a, e si ricavereb- 
bero così delle relazioni identiche fra le a: e le oc^ 
le quali dovrebbero sussistere per qualunque tras- 
formazione del gruppo, e quindi non potrebbero più 
le X e le x' assegnarsi arbitrariamente e indi- 
pendenti tra loro; il gruppo perciò non potrebbe 
essere transitivo, e sarebbe intransitivo. Se r ^ w, 
e se supponiamo che le (l) sieno risolubili ri- 
spetto ad n dei parametri a, in modo cioè 
che assegnate in un modo qualunque in ((^c)), 
le ^ e le x\ e in ((a)) i valori dei rimanenti pa- 
rametri, restino fissati e compresi in ((a)) i va- 
lori degli n parametri considerati, esisteranno al- 
lora delle trasformazioni che mutano le X nelle 
x' prefissate. Possiamo perciò dire : 

Condizioni necessarie e sufficienti perchè il 
gruppo sia transitivo sono che, r sia maggiore o 
eguale ad w, e che le n equazioni (l) sieno riso- 
lubili rispetto ad n dei parametri a, e che que- 
sta risolubilità sia intesa nel senso sopraindicato, 

È evidente, dalle cose dette, che in ogni gruppo 
transitivo vi è sempre la trasformazione identica 
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perchè vi deve essere sempre una trasformazione 
con cui un punto generico si trasforma in sé stesso. 



Supponiamo ora che si tratti di un gruppo ad 
r parametri generato da r trasformazioni infinite- 
sime; le trasformazioni del gruppo nell'intorno del- 
l' identica possono sempre scriversi : 






(2) 



Per la transitività bisogna e basta (oltre che 
r ^ n), che queste equazioni sieno risolubili ri- 
spetto alle ^, sicché bisogna e basta che la ma- 
trice : 



doc\ 



d '\ 



d\ ' • • 


• • • av 







(3) 



non sia identicamente nulla. Questa matrice» per 
>j = )2 = . . . =^ X,. = diventa (indicando al solito 
con ?is . . . ?wy i coefficienti di Xs): 



'mi 



hr 



Ini 



5 



nr 



(4) 



Possiamo dimostrare il seguente teorema: 
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Condizione necessaria e sufficiente perchè il 
gruppo generato dalle trasformazioni infinitesi-* 
mali indipendenti X^,, , Xr sia transitivo^ è che r 
sia maggior od eguale ad w, e la matrice (4) sia 
diversa da zero^ il che può esprimersi anche di* 
cendo che fra le Xi.. Xr ve ne sìeno esatta^ 
mente n, e non meno^ assolutamente indipendenti 
(v. Gap. I, § 8). 

Infatti se (4) non è zero, non lo può essere 
neanche (3), perchè la (4) è ciò che diventa (3) 
per >i = . .. = >,., = 0, e quindi il gruppo è tran* 
sitivo. 

D'altra parte se (4) fosse zero, e avesse per 
caratteristica w, allora almeno un determinante 
di ordine m di (4) e quindi di (3) sarebbe diverso 
da zero ; sicché le (2) sarebbero risolubili rispetto 
ad m dei parametri ^, e quindi al più, da esse 
potrebbero ricavarsi n — m relazioni fra le a: e le 
x'. Ora essendo m la caratteristica di (4), si ha 
che delle X^ . . . Xr , m sono indipendenti e le 
altre si potranno esprimere linearmente con coeffi- 
cienti funzioni delle x, mediante le prime, le quali 
sieno Xi . . . Xm. Se noi consideriamo il sistema 
di equazioni 

XiF=0, ... XhF=0, (5) 

queste formano un sistema completo, giacche in 
pjrimo luogo, essendo le X atte a generare un 
gruppo, una parentesi formata con due qualunque 
delle (5) si esprimerà linearmente e con coeffi- 
cienti costanti mediante tutte le Xi . . . Xr , e in 
secondo luogo sostituendo in tale espressione li- 
neare, per Xm+i . . . Xr , i Ipro va}pri espressi ]]-: 
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neannente e con coefficienti variabili mediante le 
sole Xi . . . Xm^ ne risulta infine che ogni paren- 
tesi formata con due qualunque dei primi membri 
delle (5) si esprimerà linearmente, e con coeffi- 
cienti variabili mediante i medesimi primi membri 
delle (5), le quali perciò formano come si è detto 
un sistema completo. (V. Cap. I, § 10.) 

Le (5) avranno perciò n — m integrali indipen- 
denti comuni, che possiamo scrivere: 

^x{x\ ... iln-m{x\ (6) 

e che saranno anche integrali di tutte le rima- 
nenti equazioni : 

Xm^lF=0, ... XrF=Q. 

In forza del teorema fondamentale del § 1 del 
Cap. II, le (6) sono perciò invarianti rispetto al 
gruppo dato, cioè trasformando in esse le x nelle 
x\ date dalle (2), si otterrà: 

i\ ( r) = Q^ {X') . . . Un -m {X) = ^n -m {x'). (7) 

Dunque esistono effettivamente n — m relazioni 
indipendenti fra le a; e le jc' e quindi il gruppo 
è certamente intransitivo. 



Da questo teorema e dalla dimostrazione fatta 
di sopra, possiamo ricavare una conseguenza iip- 
portante. Noi abbiamo visto che al più si po- 
trauno trovare n —m relazioni fra le a; e le .^ ', e 
indi ne abbiamo trovato effettivamente n — m indi- 
pendenti, cioè le (7), ad ognuna delle quali cor- 
nsponde una funzione invariante rispetto al 
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gruppo; se vi fosse altto invariante, si ricave- 
rebbe, nello stesso modo come sopra, un' altra 
relazione, il che abbiamo visto impossibile. Pos- 
siamo dunque dire che i soli invarianti del gruppo 
dato devono essere i (6), cioè: 

Un gruppo transitivo non ha alcun invariante ; 
un gruppo intransitivo ha per unici invarianti le 
soluzioni comuni delle equazioni: 

e conosciute le forinole finite per le trasformazioni 
del gruppo^ questi invarianti si possono ottenere 
con un processo di eliminazione. 

E utile inoltre osservare quanto segue: se il 
numero r dei parametri è esattamente w, e se 
le n trasformazioni infinitesimali sono assoluta- 
mente indipendenti, allora il gruppo è transitivo; 
le formolo di trasformazione saranno risolubili 
rispetto agli n parametri, i quali acquisteranno 
perciò valori determinati quando si assegnano dei 
valori alle x e x'; \i sarà perciò in generale una 
sola trasformazione che muta un punto arbitrario 
in un altro punto arbitrario, e quindi non potrà 
aversi più che la transitività semplice. Cioè: Un 
gruppo transitivo ad n parametri^ è semplicemente 
transitivo^ o anche: un gruppo ad n parametri 
e di cui le n trasformazioni infinitesimali sieno 
assolutamente indipendenti^ è semplicemente tran- 
sitivo. 

Non può però evidentemente affermarsi il teo- 
rema reciproco, perchè per aversi p. es. la transi- 
tività doppia, si vede, con le stesse considerazioni 
fatte sul principio di questo paragrafo, che deve 
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essere possibile soddisfatte contemporaneamente, 
coi medesimi valori degli r parametri, 2n equa- 
zioni contenenti le coordinate di quattro punti 
arbitrarii, e quindi r non può essere minore di 2 n. 



§ 2. Imprimitività dei gbuppi. 

Abbiamo visto nel § precedente che quando il 
gruppo è intransitivo, esistono h funzioni: 

le quali restano inalterate per le trasformazioni 
del gruppo. Se noi poniamo: 

dove le e abbiano dei valori arbitrarli costanti, 
abbiamo una varietà ad m dimensioni dello spa- 
zio delle X Sia n dimensioni, la quale si trasfor- 
ma in se stessa per tutte le frasformazionì del 
gruppo, e ciò qualunque sieno i valori delle co- 
stanti e. Facendo dunque variare in tutti ì modi 
possibili ì valori di queste costanti, si ha una 
divisione dello spazio ad n dimensioni in oo»»— »» 
spazii ad m dimensioni, ciascuno dei quali resta 
immutato per le trasformazioni del gruppo. 

Supponiamo ora, più generalmente, che si possa 
fare un'analoga divisione dello spazio ad n di- 
mensioni, in spazi inferiori ad m dimensioni, in 
maniera però che per le trasformazioni del gruppo 
non resti inalterato ciascuno di tali spazi ad m 
dimensioni, ma questi si scambino gli uni negli al- 
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tri, in modo cioè che se il punto P si muti in P\ 
tutto lo spazio ad m dimensioni cui appartiene P, 
si muti in tutto quello cui appartiene P\ Se ciò si 
verifica, noi diremo che il gruppo è imprimitivo; 
altrimenti lo diremo primitivo. Evidentemente la 
intransitività è, da questo punto di vista, un caso 
particolare deli' imprimitività. 

Ogni gruppo intransitivo è anche imprimitivo. 
Ogni gruppo primitivo è necessariamente transitivo. 

Siene come sopra: 

le equazioni che corrispondono alla supposta di- 
visione dello spazio nel modo indicato; per un 
teorema sui sistemi completi, cui abbiamo accen- 
nato nel Cap. I, § 10, si potrà allora trovare un 
sistema completo di equazioni a derivati parziali: 

riF=0, ... YmF=Oy . (3) 

di m equazioni, i cui integrali indipendenti sieno 
dati da (2). 

Poiché il gruppo dato non fa, per ipotesi, che 
scambiare fra loro gli spazi ad m dimensioni, di 
cui le equazioni sono date da (2), esso lascerà 
inalterato il sistema degli integrali di (3), cioè 
scambia integrali di (3) in integrali di (3). Il si- 
stoma completo (8) è dunque invariante rispetto 
al gruppo, giusta la definizione data nel Cap. IT, 
§ 6, e perciò, giusta il teorema ivi dimostrato, si 
deduce che le parentesi (Yh Xfc) devono espri- 
mersi come combinazioni lineari a coefficienti 
variabili delle V stesse, essendo le X al solito le 
trasformazioni infinitesimali del gruppo dato. S 
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viceversa, se ciò si verifica , il sistema delle 
YF=Q è invariante rispetto al gruppo, ed esi- 
stono quindi gli integrali (2) rappresentanti la so- 
lita divisione dello spazio. Possiamo perciò dire: 
Condizione necessaria e sufficiente perchè un 
gruppo ad r parametri^ generato dalie trasfor- 
mazioni infinitesimali Xi . , , Xr sia impriinitivOy 
è che esista un sistema completo di equazioni a 
derivate parziali: 

riF=0, ... r,„F=0, 
tale^ che si abbiano le relazioni: 

(F,x*)=ir...n, (^ij;2;::r)' 

cioè^ in altri termini^ che esista un sistema com- 
pleto invariante rispetto ad esso. 

Naturalmente un gruppo potrà essere im pri- 
mitivo in varii modi ; dal teorema di sopra risulta 
che lo sarà in tanti modi diversi, quanti sono i 
diversi sistemi completi invarianti rispetto al 
gruppo stesso. 

Ogni sistema come (2) si chiama un sistema di 
imprimitività» Si può osservare che dati due si- 
sistemi di imprimitività, l'uno corrispondente alla 
divisione dello spazio totale in spazi ad m di- 
mensioni, laltro alla divisione in spazi ad m! 
dimensioni, se m + m' è maggiore od uguale ad 
w, si può ricavare un terzo sistema di imprimiti- 
vità, corrispondente ad una divisione in spazii 
ad 7M + w' — n dimensioni i quali si ottengono 
considere^ndp rinterse?5Ìone generica di ciascuno 
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dei suddetti spazii ad m diiiiensionì, con cia- 
scuno dei suddetti spazi ad m' dimensioni. 

Dal teorema precedente può ricavarsi anche 
una conseguenza notevole. Supponiamo che il 
gruppo dato contenga una trasformazione infini- 
tesima eccezionale (v. Cap. II, § 8), e sia, per 
iìssare le idee, X = 2 ^» ^* t dove le e abbiano 
dei determinati valori costanti: allora l'equazione 
XjF'=0 (la quale naturalmente può considerarsi 
come costituente sempre un sistema completo, 
perchè è una sola), soddisfa alle condizioni del 
teorema, perchè tutte le parentesi (X Xi ) sono 
zero, e perciò possiamo affermare che: 

Se un gruppo contiene tina trasformazione infi' 
nitesima eccezionale^ esso è certamente imprimitivo. 



Dato un gruppo imprimitivo, se ne può co- 
struire sempre almeno un altro che è con esso 
in una intima relazione, e che noi chiameremo 
gruppo di jmprimitività^ ma di ciò tratteremo nel 
Cap. IV, § 4. 

Abbiamo detto che un gruppo intransitivo è 
imprimitivo; ora è importante notare che anche 
un gruppo semplicemente transitivo^ avente però 
esattamente n trasformazioni infinitesimali indi- 
pendentif cioè tante per quante sono le variabili 
x^ è imprimitivo. 

Per dimostrare questo teorema dobbiamo . ri- 
correre alla teoria dei cosidetti gruppi reciproci^ 
di cui tratteremo nel Cap. IV, § 6. 
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« II,,. — — — - 

Dato un gruppo semplicemeate transitivo ad 
Il > 1 parametri essenziali, ne esiste un altro anche 
semplicemente transitivo e ad n parametri» detto 
reciproco del primo, e tale che le sue trasforma- 
zioni infinitesimali Y sono rispetto a quelle X 
del dato nelle relazioni semplici: 

{XiYj)^0 (/J=l. ..;/). 

Ora se n è maggiore di 1, il gruppo delle Y 
avrà certamente dei sottogruppi, p. es., quelli 
generati dalle singole Y; sia in generale uno dei 
suoi sottogruppi quello generato da: 

Fi . . . Ym, (w < «). 

Allora il sistema delle equazioni differenziali: 
7x2^=0, ... YmF=0 

sarà un sistema completo , e la sua esistenza 
dimostra senz'altro la imprimitività del gruppo, 
giacché esso soddisfa alle relazioni: 

(Xi Fy ) = 0, (i = 1 . . . w ; y = 1 . . . tw), 

le quali sono caso particolare di quelle che ba- 
stano per dedurre la im primitività, (v. sopra). 
Con ciò il teorema è dimostrato. 



§ 9. SiStaTicita di un gruppo. 

Riportiamoci per un momento alle cotlsideta^ 
^ioni sviluppate I alla fine del Cap. II, § 5. Ivi 
*\bbiamo defluito che cosa si intende per gruppo 
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di stabilità relativo ad un punto di posto gene- 
rale, e abbiamo visto che dato un gruppo ad r 
parametri, se le r trasformazioni infinitesimali di 
esso non sono assolutamente indipendenti, ma 
ve ne sono r — h di tali, allora il sottogruppo di 
stabilità relativo ad un punto x^ di posto gene- 
rale è precisamente ad h parametri, e le trasfor- 
mazioni infinitesimali da cui esso è generato, sono 
le A. trasformazioni: 

Xr-h+s ~ /.si {afi) Xj - . . . - /sr-h (.A^) Xr-*, (1) 

dove le / hanno i significati indicati a suo luogo 
e che ora per brevità, non ripetiamo. 

Per ogni punto x^ di posto generale esiste uno 
speciale sottogruppo di stabilità del gruppo dato ; 
ora ci proponiamo la questione di esaminare quando 
è che due o più di tali sottogruppi di stabilità 
possano coincidere. 

Se invece del punto a?^, consideriamo un punto 
x^, il relativo sottogruppo di stabilità sarà quello 
generato dalle: 

X;.-A+« — /.«l (^') Xi - . . . — X»,r-h (a?0 ATr-A, (2) 

e quindi i due sottogruppi coincideranno, quando 
ogni (2) è una combinazione lineare a coefficienti 
costanti delle (1); ma a causa della indipendenza 
semplice delle X (indipendenza che si presuppone, 
perchè si ammette che esse formino un gruppo 
ad r parametri essenziali), ne viene che ciascuna 
delle (2) deve essere identica alla corrispondente 
delle (1), e quindi deve aversi che le /. per il 
punto oifi sieno le medesime che quelle per il 
punto rr^ 
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Se noi poniamo: 

ls,t (^1 . . . ^n ) = Vm (^1^ . . . oc\ ), (3) 

e troviamo tutti i valori Xi . . .CTn per cui queste 
h (r — k) relazioni sono soddisfatte , otteniamo 
tutti ì punti a?, i cui gruppi di stabilità coinci- 
dono con quello di a?^ 

Ora due casi possono darsi, cioè : o queste equa- 
zioni in cui per a;^ si intende un punto di posto 
generale (v. la definizione di ciò nel Cap. II, § 5), 
si riducono a meno di n equazioni indipendenti, 
ovvero no. 

Nel primo caso vi sarà evidentemente una infi- 
nità di punti X, formanti un tutto continuo cui 
appartiene a;^, i cui sottogruppi di stabilità coin- 
cidono con quello di a;^; nel secondo caso vi po- 
tranno essere solamente dei punti isolati di tale 
specie. Se si verifica il primo caso, cioè se, dato 
un punto co^ di posto generale, esiste una varietà 
continua, cui esso anche appartiene, e i cui punti 
hanno tutti il medesimo sottogruppo di stabilità, 
diremo che il gruppo dato è slstatico (Engel), nel- 
l'altro caso diremo che è asidatico. 

Evidentemente possiamo allora enunciare il teo- 
rema: 

Dato un gruppo con r trasformazioni infinite- 
simali^ di cui le prime r — h sieno assolutamente 
indipendenti f mentre le altre si esprimano con le 
formole : 

Xr- h-\-s = /J8 (> ) Xi + . . . + /,s,r-h{OC) Xr-^hy 

mediante le prime^ il gruppo è sistatico o asiòia* 
Hco secondo che delle h{r — h) funzioni x ve ne 
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sieno di indipendenti meno di n ovvero un numero 
eguale o maggiore di w. 

Si può far vedere che: 

Un gruppo sistatico è sempre imprimitivo. 

Per dimostrare questo teorema dobbiamo distin- 
guere due casi, e cioè: in primo luogo, quando di 
funzioni x (di cui nel nostro caso ne deve esistere 
di indipendenti un numero minore di n) effettiva- 
mente ne esiste un numero maggiore di zero, cioè 
h è maggiore di zero ; e poi, quando h è eguale a 
zero, cioè quando le r trasformazioni infinitesimali 
sono tutte assolutamente indipendenti, nel qual 
caso non esistono più le funzioni x. 

Supponiamo prima che si abbiano n — p fun- 
zioni X indipendenti e sieno /i . . . /«-«. Formiamo 
le equazioni: 

Xi (^1 . . . ^n ) = cost. \ 

.■■'■■ M4) 

/,,_o (^1 , , ,Xn) = CQst. j 

le quali rappresenteranno una divisione dello spa- 
zio ad n dimensioni in oo^—q spazi a p dimen- 
sioni ; io dico che questa divisione corrisponde ad 
un sistema di imprimitività, cioè che, se chiamiamo 
M una delle varietà rappresentate da (4), e se 
una trasformazione t muta tutti i punti di M in 
tutti i punti di una varietà M\ questa, sarà anche 
rappresentata da (4), con diversi valori delle co- 
stanti. 

Fissando in (4) per le costanti valori determi- 
nati, si ha la varietà M i cui punti hanno tutti il 
medesimo sottogruppo di stabilità; il sottogruppo 
Pascal. 15 
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di stabilità dei punti di M\ trasformati di quelli 
di M mediante la medesima t, è il trasformato di 
quello dei singoli punti di M, e ciò per un teo- 
rema enunciato alla fine del Cap. II, § 5. Perciò 
tutti i punti di M' hanno il medesimo sottogruppo 
di stabilità, il che mostra che M ' è un'altra delle 
varietà rappresentate dalle formolo (4) ; e ciò ò 
quello che si voleva dimostrare. 

Se poi h è zero, cioè le r trasformazioni infini- 
tesimali sono tutte fra loro assolutamente indipen- 
denti, allora il numero r non può essere maggiore 
di n (v. Cap. I, § 8) e quindi o r<n o?' =n. 
Se r < w, il gruppo è intransitivo e quindi impri- 
mitivo; se r = n, essendo assolutamente indipen- 
denti le trasformazioni infinitesimali, il gruppo ò 
semplicemente transitivo ed ha esattamente n tras- 
formazioni infinitesimali (v. Cap. Ili, § 1) e quindi 
è imprimitivo (v. Cap. Ili, § 2). Così il teorema 
resta dimostrato in ogni caso. 



§ 4. Isomorfismo di due gruppi. 

Sia dato un gruppo ad r parametri essenziali, 
generato al solito dalle trasformazioni infinitesi- 
mali -^1 . . . ^r . 

Si sa che allora sussistono le relazioni: 

r 

{Xj Xi)= 21 o't« Xs ^ (1) 

8=1 

e l'assieme dei numeri costanti Cyts, forma ciò che 
si dice la struttura del gruppo. È chiaro però che 
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i numeri e non sono determinati in modo unico 
per un medesimo gruppo, ma i loro valori variano 
secondo la scelta delle r trasformazioni infinitesi- 
mali indipendenti; se in luogo p. es. di Xi si 
pone una combinazione lineare a coefficienti co- 
stanti di tutte le X, si otterranno dei nuovi nu- 
meri e, e si potrebbero facilmente determinare le 
relazioni esistenti fra i nuovi e gli antichi. 

Inoltre se insieme alle X^ . . . X- , che natural- 
mente si immaginano semplicemente indipendenti, 
si considera una combinazione lineare a coefficienti 
costanti delle medesime, e si chiama X»4-i, il si- 
stema totale delle X^ . . . Xy Xr-\-i , le quali però 
non sono più indipendenti, soddisferanno natural- 
mente ancora a relazioni del tipo (1), e si potreb- 
bero allora trovare i numeri e corrispondenti a 
questo nuovo sistema di X;e similmente se si ag- 
grega in analogo modo un qualunque numero di 
trasformazioni infinitesimali, appartenenti tutte al 
gruppo dato. 

Se due gruppi aventi lo stesso numero r di pa- 
rametri essenziali, sono tali che fissando in uno 
di essi in un determinato modo il sistema delle 
Xi , , , Xr indipendenti, si possano scegliere per 
l'altro in tal modo le r trasformazioni infinitesi- 
mali indipendenti, Fi . . . Fr , che i numeri e rie- 
scano rispettivamente eguali nei due casi, allora 
si dirà che i due gruppi ad egual numero di pa- 
rametri sono di eguale struttura. 

Ora, coir osservazione fatta di sopra, che cioè 
possono considerarsi dei numeri e relativi anche 
ad un sistema di trasformazioni infinitesimali non 
tutte indipendenti, e più esteso di quello costituito 
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dalle sole iodipendenti, il precedente concetto può 
essere esteso, e si giunge cosi al concetto dell'i- 
somorfismo fra due gruppi^ anche non aventi il 
medesimo numero di parametri essenziali. — Pro- 
priamente, se, dati due gruppi, rispettivamente di 
r ed r' parametri essenziali, in cui sia r' ^ r, scelte 
r- trasformazioni infinitesimali indipendenti del 
primo gruppo, Xi . . . X»- , si possano scegliere r 
trasformazioni infinitesimali Yj . . . Yr del secondo 
gruppo, (non tutte naturalmente indipendenti, ma 
comprendenti r' indipendenti), in maniera che i 
numeri e per i due sistemi riescano rispettiva- 
mente eguali, allora si dirà che i due gruppi sono 
isomorfi. Si distinguerà poi l'isomorfismo oloedrico 
dal meriedrico^ il primo caso avendosi quando / 
è eguale ad r, cioè quando i due gruppi hanno il 
medesimo numero di parametri essenziali, il se- 
condo caso invece quando r' è minore di r. 

Quando l'isomorfismo è meriedrico, è chiaro che 
a più trasformazioni infinitesimali del primo gruppo 
(cioè di quello avente un numero maggiore di pa- 
rametri essenziali), corrisponde una sola del se- 
condo. In effetti se ;' è minore di r, fra le Yi ...Yr 
sussisteranno r — r' relazioni lineari omogenee a 
coeflficienti costanti, e sieno: 

^11 Ti + ..." + eir Fr = j 

J (2) 

f>,._,.',l Fj 4- . . . + er-r\r Yr = 0. ' 

Sia ora: 

/, Y, -1- . . . I >,. Yr , (3) 
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una trasforinazioae iufiaitesimale del secondo grup- 
po ; ad essa corrisponderà nel primo la trasforma- 
zione infinitesimale: 

Ài Xi + . . . + K Xr ; (4) 

ma, mediante le (2), la (3) può modificarsi di forma 
in infiniti modi, e propriamente in <x>»*— ^' modi, 
gidcohè posta la (3) sotto T altra forma: 

ui Fi + . . . + u,. Yr , (5) 

e fatta la differenza con la (3), si ha che Tequa- 
zione: 

deve essere conseguenza delle (2), e perciò, egua- 
gliando a zero la matrice dei coeflBcienti di (2) e 
di (5), si hanno r' equazioni lineari fra le r quan- 
tità v-^ e quindi queste possono avere appunto 
(x>^—r' valori diversi. 

Intanto messa la (3) sotto la forma equivalente 
(5), ad essa nel primo gruppo non corrisponde più 
la (4), ma la : 

|A, Zi+... 1-y-rXr, (6) 

e quindi resta provato che alla medesima trasfor- 
mazione infinitesimale del secondo gruppo, ne cor- 
rispondono oo>— '•' del primo." 

Colla definizione data si è venuta a stabilire 
una corrispondenza fra le trasformazioni infinite- 
sime dei due gruppi isomorfi e quindi (poiché ogni 
trasformazione infinitesima è la generatrice di un 
gruppo ad un sol parametro contenuto nel dato), 
si viene a stabilire una corrispondenza fra i sot- 
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togruppi ad un parametro contenuti nei due gruppi 
dati. Di qui può facilmente passarsi a stabilire 
una corrispondenza fra le trasformazioni finite 
stesse, fissando cioè che si corrispondano fra loro 
le trasformazioni di due sottogruppi, già corri- 
spondentisi, ad un parametro, per le quali sia il 
medesimo il valore del parametro t. 

La corrispondenza che così si viene ad avere 
fra le singole trasformazioni finite di due gruppi 
isomorfi, ha una proprietà fondamentale caratte- 
ristica, la quale potrebbe servire anche come base 
della definizione dell'isomorfismo, ottenendo così 
una definizione la quale avrebbe perfetta analogia 
con quella che si dà nella teoria ordinaria dei 
gruppi discontinui di sostituzioni; e tale proprietà 
è che al prodotto di due trasformazioni di un 
medesimo gruppo, corrisponde nel gruppo iso- 
morfo il prodotto delle due corrispondenti tras- 
formazioni. Questa proprietà che stabilisce la 
perfetta analogia esistente fra l'isomorfismo, se- 
condo che è definito da Li£ nella teoria delle 
trasformazioni, e quello relativo alla ordinaria teo- 
ria delle sostituzioni, si dimostra nel trattato di 
LiE {Th, der Transformationsgruppen^ Leipzig, 
1888, voi. I, p. 203 e 418-420) ricorrendo al co- 
siddetto gruppo parametrico {Parameterg ruppe) 
(v. Cap. IV, § 3). • 

Ora noi vogliamo far vedere come questa pro- 
prietà si possa facilmente dimostrare ricorrendo an- 
cora alla formola del prodotto di due trasforma- 
zioni finite di cui abbiamo trattato nel Cap. I, § 9. 

Supposto infatti che Zj, Z2 sieno due combina- 
zioni lineari a coefficienti costanti delle JT, e che 
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Zi\ Z{ sieno le analoghe combinazioni lineari delle 
F, la trasformazione prodotto delle due: 



x\ = a:» + — Zi ir-/ + . . . i 



i 



^ i — X i IT '~^ Zj2 X i "T . . . 



((2 



) 



sarà: 



x"i =xi + — ZsXi + ... (3) 

X. • 

dove Z^ è dato dalla solita formola (7) del Cap. I, 
§ 9, (mutandovi naturalmente le X nelle Z), la 
quale, per mezzo delle prime relazioni (1) si ri- 
duce ad una combinazione lineare delle X, con 
coefficienti numerici dipendenti dalle t^ t\ y, e dalle e. 

Se ora dal primo gruppo passiamo al secondo 
lasciando i medesimi t e i\ dobbiamo solamente 
mutare le X nelle y, e quindi le Z nelle Z'; la. 
Z^ relativa al nuovo prodotto risulterà, poiché 
le e non mutano passando dal primo gruppo al se- 
condo, la medesima combinazione lineare nelle Y, 
che la ^3 era nelle X; e con ciò è dimostrato 
l'assunto (y. Pascal, Sulla formola del prodotto 
ecc., Rend. Ist. Lomb. (2), t. 34, 1901). 

E degno di nota che questa dimostrazione vale 
indifferentemente per l'isomorfismo oloedrico e 
per il meriedrico; quella invece contenuta nella 
succitata Opera di Lie, non ha questo vantaggio. 



Supponiamo assegnati due gruppi isomorfi me- 
riedricamente, l' uno ad r, V altro ad r' < r para- 



232 Cap, III^ § 4, Isomorfismo di due gruppi, 

metri essenziali; dell'uno le trasformazioni infi- 
nitesimali (indipendenti) sieno, come sopra, X\.,.Xr , 
e dell'altro le r trasformazioni infinitesimali, cor- 
rispondenti nel modo suindicato alle X, e fra loro 
legate dalle r — r' relazioni (2), sieno F^ . . . F^ . 
Risolviamo le (2) rispetto ad r — r' delle F, e 
propriamente, supposto, per fissare le idee, che 
Fi . . . Yr' sieno indipendenti, risolviamo le (2) ri- 
spetto ad Fr-f-i . . . Fr , ed otteniamo cosi: 

Yr'^n- i ^h,iYi=0 (A = l,...,r-/). (7) 

Se consideriamo il primo membro di (7) come 
una trasformazione infinitesimale del secondo 
gruppo, ad essa corrisponderà nel primo la tras- 
formazione infinitesimale : 

r' 

Xr'+h — 2 6A,f Xi (^ = 1 , r — r'), (8) 
#=1 

e si corrisponderanno al solito i due sottogruppi 
ad un parametro generati rispettivamente dall'una 
e dall'altra. Però essendo zero identicamente il 
primo membro della (7), il sottogruppo generato 
dalla trasformazione infinitesima che esso rappre- 
senta, è costituito solamente dalla trasformazione 
identica, mentre d'altra parte, potendo A avere 
r — / valori, di trasformazioni infinitesimali (8), 
fra loro distinte, ve ne saranno r — r\ e quindi 
altrettanti sottogruppi ad un parametro, e perciò 
^,.-r' trasformazioni finite generate da tutte le 
(8); dunque possiamo dire che: 

Se i due gruppi dati sono isomorfi meriedrica- 
^ente^ alla trasformazione identica del secondo, 
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corrispondono oo**-**' trasformazioni del primo 
gruppo, formanti r — r' sottogruppi ad un para- 
metro del medesimo. 

Si può dimostrare, prima di tutto, che queste 
oo^-r' trasformazioni formano un gruppo^ e a tal 
fine mostreremo che le (8) soddisfanno al secondo 
teorema fondamentale della teoria dei gruppi 
(Gap. I, § 14). Chiamando per un momento ^n 
la (8), e V^ il primo membro di (7), formando 
le parentesi (S^S^), si otterranno in generale 
delle combinazioni lineari delle X, a coefficienti 
costanti, i cui valori, a cagione dell'isomorfismo, 
devono essere precisamente eguali a quelli che 
si ottengono formando le parentesi (ÌT^ \\ ). Que- 
ste ultime parentesi sono zero, perchè tal valore 
hanno le (7); e propriamente possiamo dire che 
esse sono zero tenuto conto delle equazioni (7), 
ovvero che l'annullarsi delle espressioni lineari 
delle Y cui sono eguali queste ultime parentesi, 
è una conseguenza delle (7) stesse, o, infine, che 
le parentesi {^n ^k ) sono esprimibili linearmente, e 
con coefficienti naturalmente costanti, mediante le V. 

Di qui ne risulta che anche le parentesi (S/» S^. ) 
saranno esprimibili linearmente con coefficienti co- 
stanti mediante le 3, e che quindi queste formano 
un gruppo. 

Questo gruppOj che sarà naturalmente un sotto- 
gruppo di quello generato da tutte le X, è un 
sottogruppo invariante di questo (v. Oap. II, § 8). 

Per dimostrare ciò bisogna far vedere che le 
parentesi : 
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si esprimono linearmente e con coefficienti co- 
stanti mediante le S stesse. 

Ora per far vedere ciò non e' è che ripetere lo 
stesso ragionamento fatto di sopra, e cioè, essendo 
tutte le parantesi (Xi, T^ ) zero, perchè tali sono 
le ìT/i , ne viene che esse dovranno esprimersi li- 
nearmente e con coefficienti costanti, mediante le 
y stesse, e quindi, a causa dell'isomorfismo^ lo 
stesso deve avvenire per le parentesi (Xi, 3* ). 



§ 5. Similitudine di due aRUPPi. 

Abbiamo già detto nel § 2 del Cap. I, cosa 
s'intende per similitudine fra due gruppi; -due 
gruppi : 

x'i=fi{x,a\ (1) 

y'i = ?» (y, a'), (2) 

si dicono simili, quando si possono porre le x fun- 
zioni delle .V, le x^ funzioni analoghe delle «/', e 
le a funzioni delle a\ in maniera che le formolo 
di trasformazione (1) si riducano esattamente alle 
(2). In tal maniera si verrà, come abbiamo già a 
suo tempo osservato, a stabilire una corrispon- 
denza biunivoca fra le trasformazioni dei due 
gruppi, e si vede poi immediatamente che alla tras- 
formazioae identica dell'uno (se c'è), corrispon- 
derà la trasformazione identica dell'altro. 

E evidente, prima di tutto, che una condizione 

necessaria per la similitudine^ è che i due gruppi 

bbiano lo stesso numero di parametri essenziali. 
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Supponiamo che si tratti al solito di due gruppi 
ad r parametri essenziali, e che sieno X\ . .• Xr , 
r trasformazioni infinitesimali indipendenti del pri- 
mo, e Fj . . . Fy , r del secondo. Sieno : 

Vi = Fi (X), (3) 

le formole colle quali le x si trasformano nelle //, 
in maniera che, per mezzo delle (3), le formole 
(1) diventino le (2); se allora le formole (1) le po- 
niamo (neirìntorno della trasformazione identica) 
sotto la solita forma: 

t ** 

x'i = iCt + -7- 2 '^8 XsXi + .. . (4) 

dove i parametri sono ora i t\^ , , , ^t a,., si ha : 
Fi ix') = Fi (x) + f i >. Xs Fi ix) + ... (5) 

Intanto con la introduzione delle,- y in luo^o 
delle or, la trasformazione infinitesimale Xs di- 
Tenta una trasformazione infinitesimale espressa 
nelle y, e che noi chiameremo Vg , e se le : 

sono semplicemente indipendenti, lo saranno an- 
che le ÌTj . . . r^ . Le (5) diventano allora: 

y'i = 2/» + 1" 2 ^« ^8 yi + . . . (6) 

Ma intanto una analoga forma devono ricevere, 
per le ipotesi fatte, le formole di trasformassione 
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del gruppo (2) ; propriamente esse devono potersi 
scrivere (sempre si intende nell'intorno della tras- 
formazione identica): 

Vi - 2// + -f i 5^'« Ys Vi ^- . . . (7) 

e perciò queste formolo devono coincidere con le 
(6), avendo già osservato che nei due gruppi de- 
vono corrispondersi le due trasformazioni identi- 
che, e quindi anche, per il principio di continuità, 
devono corrispondersi fra loro quelle contenute 
negli intorni rispettivi delle identiche. Di qui 
viene che le V devono essere delle combinazioni 
lìiìeari a coefficienti costanti delle F, e viceversa; 
in altri termini, se i due gruppi sono simili, le 
trasformazioni infinitesime indipendenti dell'uno, 
devono trasformarsi in quelle dell'altro. D'altra 
parte è chiaro che se questo accade, i due gruppi 
sono simili. 

Abbiamo dunque: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè due 
gruppi ad r parametri essenziali^ sieno simili^ è 
chfi esistano delle relazioni fra le variabili del- 
l'* uno e quelle dell' altro, mediante le quali dalle 
trasformazioni infinitesime del primo^ si passi 
a quelle deW altro. 

Dalla dimostrazione precedente risulta che se si 
assumono, in luogo delle F, le V per trasformazioni 
infinitesime indipendenti del secondo gruppo, i pa- 
rametri canonici della trasformazione che, nel se- 
condo gruppo, corrisponde alla trasformazione (4) 
del primo, sono i ^i , . . . , f ^r , cioè i medesimi pa- 
x'ametri canonici della (4) ; quindi se i due gruppi 
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sono simili^ con opportuno cangiamento di para- 
metri^ si potrà fare in modo che le trasforma- 
zioni corrispondenti dei due gruppi^ sieno quelle 
aventi i medesimi valori dei parametri. 

Inoltre essendo le ^s eguali alle Xs , la paren- 
tesi (ìTa Vyfc ) sarà eguale a {Xh Xh ), e pef ciò tali 
parentesi si esprimeranno linearmente mediante le 
Ys e Xs rispettivamente, con i medesimi coefficienti 
costanti chhs'-i ^^ ^^^ri termini è chiaro che i due 
gruppi hanno la stessa struttura, cioè sono oloe- 
dricamente isomorfi (v. § prec). Dunque: 

Due gruppi simili sono oloedricamente isomorfi* 

Non può dirsi però che reciprocamente, due 
gruppi oloedricamente isomorfi sono simili, ma per- 
chè ciò sia, è necessario che si* verifichino certe 
altre condizioni. 

Per mostrare ciò, supponiamo che fra le: 

Ji-l . . . JLf , 

ve ne sieno pr^r le quali sieno assolutamente in- 
dipendenti, non legate cioè da alcuna relazione 
lineare a coefficienti funzioni delle a?, e sieno: 

mentre poi le altre si esprimano linearmente e a 
coefficienti variabili, mediante le prime: 

^i>+h = ^ y.hs {x) Xs . (8) 

Se ora. i due gruppi sono simili, e quindi esiste 
una trasformazione la quale trasformi le trasfor- 
mazioni infinitesimali dell'uno in quelle deiraltro, 
bisogna che le ì\ . . . V,- in cui si trasformano ri- 
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spettivamente le Xi . . . Xr , soddisfacciano alle 
stesse proprietà delle X, e cioè che di esse le 
prime p sieno indipendenti assolutamente (cioè non 
sussista alcuna relazione a coefficienti variabili fra 
le prime p di esse) e le altre r — p si esprimano 
mediante le prime p con relazioni come le (8), 
e nelle quali i coefficienti f/isCy), che tì compa- 
riscono in luogo dei coefficienti /./«sCa?), sieno le 
stesse / {x) dove alle x si sieno sostituiti i loro 
valori mediante le y. D'altra parte queste V de- 
vono poi essere di quelle che combinate in paren- 
tesi a due a due, danno luogo ad un sistema di 
numeri costanti chh-s, perfettamente eguale a quello 
che si ottiene dalle X. Si vede quindi che: condì- 
zione necessaria perchè i due gruppi isomoì^fi sieno 
simili è che, scelte in un modo qualunque le X 
indipendenti del primo gruppo^ esista per il se- 
condo gruppo un sistema come V^ . . . ÌV , godente 
contemporaneamente delle suindicate proprietà, e 
cioè, che mentre i numeri e ricavati da esso sieno 
identici a quelli ricavati dalle X, si abbia poi an- 
cora che le prime p delle ^ sieno assolutamente 
indipendenti, e le altre r — p si esprimano linear- 
mente mediante le prime p, con coefficienti '\h9 {y) 
tali che le differenze '/hs {x) — •\h8 (y) eguagliate a 
zero dieno luojo a p (r — p) equazioni non in- 
compatibili, e dalle quali non possano eliminarsi 
contemporaneamente y o tutte le x o tutte le y. 

Come si vede la precedente condizione è ne- 
cessaria per la similitudine dei due gruppi ; essa 
è però anche sufficiente, cioè, soddisfatta che essa 
sia, si potrà sempre trovare una trasformazione 
^elle X nelle y, la quale riduca le trasformazioni 
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infinitesimali del primo gruppo a quelle del se- 
condo. 

Per ragioni di brevità noi non vogliamo adden- 
trarci nei particolari di questa dimostrazione per 
il caso generale, per il quale rimandiamo alle 
pag. 341 e seg, del 1* Voi. dell' Opera di Lie 
{Th, d. Transform. ecc.). Ci limiteremo solo, se- 
guendo la suindicata Opera di Lie a considerare 
il caso speciale in cui p sia eguale ad r, cioè in cui 
le r trasformazioni infinitesime X, sieno assoluta- 
mente indipendenti. 

Poiché sappiamo che fra w + 1 trasformazioni 
infinitesime ad n variabili, sussiste sempre una 
relazione lineare, risulta che quando p = r, deve 
essere n^r. 

Essendo inoltre, per l'ipotesi fatta, tutte le X 
assolutamente indipendenti, non esisteranno più 
nel nostro caso, le funzioni x di cui si parla nel 
teorema di sopra, e quindi questo si riduce sem- 
plicemente a ciò: 

Due gruppi isomorfi oloedricamente^ e di cui il 
primo è tale che le sue r trasformazioni infinite- 
sime sieno assolutamente indipendenti (e quindi 
n ^ r^, sono simili^ allora e allora solo che anche 
le r trasformazioni infinitesime del secondo^ sieno 
assolutamente indipendenti. 

Per dimostrare questo teorema, supponiamo che 
scelte le X del primo gruppo, si sieno trovate le 
corrispondenti T del secondo, in maniera, al so- 
lito, che il sistema dei numeri chhs sia il mede- 
simo. Poniamo: 

Xk + Xk = Zk , (9) 
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Si otterranno dei simboli di trasformazioni in- 
finitesime Z, espresse sia nelle variabili x che 
nelle «/; easerido: 

r 

{Xh Xk ) == 2 Chks Xs , 

8=1 

r 
{^h ^^k ) = E Chks ^s , 

8 = 1 

si otterrà: 

{ZhZk)= i ChksZs, (10) 

e quindi le Z generano un gruppo ad r parame- 
tri essenziali, e di cui- le variabili sono le x eie y 
contemporaneamente ; le formolo canoniche di tras- 
formazione di questo gruppo, si ottengono subito 
riunendo insieme quelle dei due gruppi dati, e 
aventi i medesimi valori per i parametri; giacche 
se considero le solite formolo canoniche per cia- 
scuno dei due gruppi, e in esse al posto delle Xk 
e \^k rispettivamente, pongo le Zky esse restano 
inalterate, perchè T effetto delle Z su di una fun- 
zione di sole a: è lo stesso di quello delle X^ e 
quello su di una funzione di sole i/ è lo stesso di 
quello delle T; ma intanto con tale sostituzione 
si è venuto evidentemente a formare il gruppo 
formato dalle Z. 

Avendo supposto che le X sono assolutamente 
indipendenti, la matrice dei coeflScienti delle X, 
cioè la solita matrice delle S, deve essere diversa 
da zero; ora chiamando C i coefficienti delle Z, 
si riconosce subito che per ogni Z, le prime n delle 



Gap, III, § 5, Similitudine di due gruppi. 241 

^ sono eguali alle ly e quindi la matrice delle C 
contiene quella delle $, e perciò evidentemente 
anch'essa è diversa da zero. Di qui si deduce an- 
cora che le Z devono essere anch'esse assoluta* 
mente indipendenti. 

Consideriamo ora il sistema di equazioni a de* 
rivate parziali: 

ZkF=0; (11) 

in forza delle (16), esso è un sistema completo, 
ed è irreducibile perchè le Z sono assolutamente 
indipendenti. Esso ammetterà dunque 2 w — r so- 
luzioni comuni. 

E chiaro che w — r di queste sono precisamente 
le soluzioni del sistema completo irreducibile 
XkF=0^ che sono funzioni di sole x; e altre 
n — r sono le soluzioni comuni del sistema com- 
pleto irreducibile VajP=0, che sono funzioni di 
sole y. Le altre 2n — r — (n — r) — {n — r) = r 
soluzioni del sistema (11), e indipendenti dalle 
precedenti, devono essere funzioni delle x e delle 
y, perchè se una di esse fosse funzione p. es. di 
sole X, dovrebbe essere soluzione di XhF=0, e 
quindi non sarebbe indipendente dagli integrali 
già trovati. Siene: 

Ui{x\ Un-r{x) 

^l(y), Vn-riy) 

iVi {x,y). . . . Wr {x, y\ 

tutti gli integrali indipendenti del sistema (11). 

Si può far vedere che le w e le io devono es- 
sere indipendenti fra loro considerate come fun- 

Paboàl. 16 
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zioni delle a?, cioè il loro determinante funzionale 
rispetto alle x deve essere diverso da zero; e si- 
milmente deve essere diverso da zero il determi- 
nante funzionale rispetto alle y delle v e w» 

In effetti essendo le u^ v^ w integrali indipen- 
denti del sistema (11), la matrice funzionale: 



8^1 














3 ««- 



• • • • 



d Uti—r 
dOOn 



















dVx 



• t • • 



d V\ 

dVn 



I • 







• • • • 



• • • • 





dXn 






' dy~n 

* dt/n 



, (13) 






• • • • 






dVn 



deve essere diversa da zero. Se fosse zero il de- 
terminante funzionale: 



d {U\ . . . Un-r IVi . . . Wr ) 
d {Xi 0*2 .. . Xn ) 



(14) 
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dovrebbero aversi, per qualunque k, delle rela- 
zioni identiche del tipo: 

dove le Wi Vj sono delle funzioni delle x e y; 
di qui, moltiplicando per Isk (supposto che questi 
sieno i coefficienti che compaiono in Xs) e som- 
mando rispetto a A; da 1 ad n, si avrebbe: 

A-l «=1 3 .TA >=1 kz=ì d ^k 

/(16) 

= - Y Uj{Xslij) = 0. 

Intanto essendo le tv integrali delle equazioni 
• (II), si ha: 

h=ì O^h h=l dyh 

(essendo le fisk i coefficienti che compaiono in Tg ), 
donde, moltiplicando per Wi e sommando da i = 1 
ad i = r, si ha: 

,=1 A^l 3 Xk A^l \ /=! 2 y^r / 

che, per effetto di (16), si riduce a: 

i -.k{ ì Wi^] = 0, (17) 

k=i \ 1=1 dyh / 

ed essendo le v integrali delle Vs/*==0, si ha: 
A-l**!— = 0' =!,.,.« -r) (18) 

^•=1 yk 
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e le (17) (18) valgono per qualunque valore di 
ò' = 1 , 2, . . . r. Ne viene che le n — r + 1 equa- 
zioni lineari con n incognite ottenute da (17) (18) 
ponendo delle indeterminate /iit in luogo di rtsh^ 
ammetterebbero r sistemi di soluzioni per le vì, e 
quindi esse non potrebbero essere tutte indipen- 
denti; ma quelle ottenute solo dalle (18) sono indi- 
pendenti perchè, essendo le i?i...t?»-r integrali 
indipendenti dèi sistema 1% f=0, la matrice fun- 
zionale delle V rispetto alle y non può essere zero, 
dunque la sola equazione ricavata da (17) dovrebbe 
essere una conseguenza lineare di quelle ricavate 
dalle (18), cioè dovrebbe aversi, per qualunque k: 

ìw^^/'+Yvj^ = 0, (19) 

e queste, insieme alle (14), mostrano che la ma- 
trice (13) sarebbe identicamente zero, contro l'i- 
potesi. 

Torniamo ora alla dimostrazione principale. 

Dai risultati del § 2 del Cap. II, si deduce che 
se noi vogliamo un sistema di n equazioni che 
resti invariato per tutte le trasformazioni del 
gruppo generato dalle Z, cioè che resti invariato 
passante dalle x alle x^ con una trasformazione 
del primo gruppo dato, e dalle y alle y' colla 
trasformazione del secondo gruppo dato, in cui i 
parametri abbiano i medesimi valori che nella 
prima (e che noi vogliamo da ora considerare coì'- 
rispondente alla prima), è necessario e basta e- 
guagliare a zero n funzioni degli integrali (12). 

Ora se noi mostriamo che si possono scegliere 
i siffatte funzioni degli integrali (12), che le e- 
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quazioDÌ che risultano eguagliandole a zero sieno 
risolubili sia rispetto alle x che rispetto alle t/, e 
rappresentino una trasformazione delle x nelle t/, 
per cui le trasformazioni infinitesimali X si ridu- 
cano esattamente alle If', avremo allora dimostrato 
il nostro assunto, avendo provato l'esistenza di 
una trasformazione che riduce il primo gruppo al 
secondo. Costruiamo le seguenti n funzioni delle 
(12) ed eguagliamole a zero: 

^1 — *^i (^h ' • • «*«-r) = 

Vn-r — ^n-r («i . . . Un-r) = f /^Q) 

IOy — ^^\ {Ui . . . Mn-r) =0 i 

tVr — Wy {u^ . . . Un r) = 0, 

dove le ^ rappresentano delle funzioni indipen- 
denti, ma del resto qualunque, dei loro argomenti, 
e le V rappresentano funzioni anch'esse qualunque. 
Il sistema di equazioni (20) sarà certamente ri- 
solubile sia rispetto alle x che rispetto alle y^ 
giacché, come abbiamo già detto, il determinante 
funzionale delle v e w^ rispetto alle ^, è diverso 
da zero, e d'altra parte esso non è altro che il 
determinante funzionale rispetto alle y dei primi 
membri delle (20); e così similmente risolvendo 
le prime n — r delle suddette equazioni, rispetto 
alle Wi . . . Un-r (risoluzione che può farsi per la 
ipotesi fatta sulle funzioni 4»), si può ottenere un 
sistema di equazioni identico al suddetto, in cui 
si sia fatto solo lo scambio delle u con le v^ e 
che, per una ragione analoga a quella suindicata, 
sarà risolubile rispetto alle x. 
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D'altra parte se noi vogliamo un sistema di 
equazioni, ottenuto eguagliando a zero n funzioni 
delle (12), e che sia risolubile sia rispetto alle x 
che alle ^, esso non potrà essere che della forma 
suindicata; giacche supposto esistente un tale si- 
stema risoluto rispetto allo y, sostituendo ì yalori 
di queste in ciascuno degli integrali Vi-^.v^r e 
Wi. . .Wr ^ dovrà aversi un integrale funzione delle 
sole 0?, e quindi funzione delle w^ . . . Un-r; perciò 
dal supposto sistema se ne otterrebbe, come equi- 
valente, uno della forma (20). 

Resta a provare che la trasformazione, delle ^ 
nelle y, rappresentata dalle (20), muta le X nelle 
y. Ora ciò risulta dalla seguente considerazione: 
le (20) rappresentano un sistema di equazioni in- 
varianti rispetto al gruppo delle Z, e quindi se 
da esse si ricava in qualunque modo un'altra qual- 
siasi equazione, dovrà essere sempre zero, tenuto 
conto delle (20), il risultato dell'operazione di Z 
sul primo membro di tale equazione. Risolviamo 
pertanto le (20) rispetto alle y, ottenendo: 

yi-Fi{x) = 0; (21) 

dovrà allora aversi: 

Zk {yi — Fi (x)) = 0, 

cioè: 

ykyi—XkFi{x) = 0. 

Ma trasformando le X nelle variabili y me- 
diante le (21), si ha: 



Xk = y XnFi{x)^^ , 
Si yi 
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ed è: 



/=i a yi 



dunque: 



Xk = ^k , 



che è quanto volevasi dimostrare. 

Dalla dimostrazione del teorema risulta ancora 
in ohe modo si può ottenere la più generale tras- 
formazione che muti le X nelle T. 



Un caso particolare del precedente teorema è 
notevole, ed è quello in cui le parentesi {X.h Xk ) 
sono tutte eguali a zero, il che si ha quando tutte 
le trasformazioni infinitesimali del gruppo sono 
eccezionali (v. Cap. Il, § 8). Se noi consideriamo 
il gruppo generato dalle trasformazioni infinitesi- 
mali : 

V — _ ^_ V 

» 1 r^ , . . . . I ;• 



dV\ d yr 

e di cui quindi le formolo di trasformazione sono 
semplicemente : 

y\ =y\ + V\ 



y'r = yr + !^r 
y'rJ^X = yy\-\ 



• •••••••• 

y'n = yn , 



(gruppo delle traslazioni) 
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evidentemente questo grappò è isomorfo al dato, 
e le ì* sono assolutamente indipendenti; perciò 
ammesso che le X sieno assolutamente indipen- 
denti, si può applicare il teorema e si ha: 

Un gruppo di cui tutte le r (r ^ n) trasfor- 
inazioni infinitesimali sono eccezionali^ ed asso* 
lutamente indipendenti fra loro^ è simile ad tm 
gruppo di traslazioni. 



Se noi supponiamo che r sia eguale ad ti, e che 
i due gruppi, supposto isomorfi, sieno semplicemente 
transitivi, allora le n trasformazioni infinitesimali 
di ciascuno di essi sono certamente assolutamente 
indipendenti (v. § 1) e quindi possiamo dire : Due 
gruppi isomorfi oloedricamente^ nello stesso numero 
di variabili^ e semplicemente transitivi^ sono sem- 
pre simili. 



CAPITOLO lY. 
Gruppi aggregati ad un dato. 



In questa parte intendiamo di raccogliere tutte 
le proprietà principali di certi gruppi i quali re- 
stano determinati in vario modo dato che sia un 
gruppo fondamentale. Siffatti gruppi, che noi vo- 
gliamo chiamare aggregati al dato^ sono formati 
secondo vari punti di vista; essi sono: 1® il cosi- 
detto gruppo aggiunto; 2® il gruppo di struttura; 
3** il cosidetto gruppo parametrico; 4° il gruppo 
isomorfo ad un gruppo imprimìtivOy e di cui gli 
elementi sono le varietà in cui si divide lo spa- 
zio per quel determinato sistema di imprimitività ; 
5® i cosidetti gruppi ampliati; 6® i gruppi reciproci 
dei gruppi semplicemente transitivi ad n parametri 
essenziali, 

§ 1. Geuppo aggiunto. 

Nel § 7 del Gap. II, studiando l'intransitività 
rispetto ad un gruppo, di un sistema di trasfor- 
mazioni infinitesime, abbiamo dimostrato che il 
sistema delle trasformazioni infinitesime X^... Xr, 
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appartenenti ad un gruppo ad r parametri essen- 
ziali, è invariante rispetto al gruppo stesso. 
Se quindi è: 

xU = fi {x, a), (1) 

una trasformazione del gruppo, e se indichiamo 
con Xi . . . XV le X scritte nelle variabili x\ si 
otterrà sempre, qualunque sia la (l): 

2 ^,Xs= i e'sX's, (2) 

S=l 8=1 

dove le g e e' sono costanti, e le e* si esprimono 
in funzione lineare omogenea delle e, con coeffi- 
cienti che dipendono solamente dai parametri della 
trasformazione, cioè si hanno le formole: 

r 

e'j = 2 ?Js («!•.• «>• ) es . (3) 

Variando le «i . . . a»- , varieranno le pjs] ora si 
può far vedere che le trasformazioni (3), in cui 
per variabili si considerano le e, formano un gruppo. 

Giacche per effetto della trasformazione: 

x''i = fi {x\ i), 
si dovrà avere similmente: 

21 e's X\^= 2 ^"a* -^ s § 

s=i s=i r 

. (4) 

e"j = 2 ?js Q>\ • • • br ) e/s , 

s=l 
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ed operando la trasformazione prodotto delle due, 
ì cui parametri al solito li indichiamo con Ci,.Xy 
(v. Gap. I, § 2) si avrà similmente: 

r r 

21 ^"s x'^s = 2 ^« -^8 

8zr.l S=l 

r 
e'V = 2 9j8 (Ci . . . Cr ) €8 , 

e quindi deve essere: 

r r 

e"y = S 2 P/' (&1 . . . 6r ) per («i . . . «r ) ^r = 
8=1 r=l 




r 
= S h'y (ci . . . C/- ) Cr , 



donde : 



py,. (c^ , . . Cr ) = S P^« (^1 • • • f>r ) Psr (a^ . . . Ur ). (6) 

8=1 

Il secondo membro della formola (6) rappre- 
senta il coefficiente generale delle formolo lineari 
omogenee che si hanno facendo il prodotto delle 
due trasformazioni (4) e (3), e l'identità (6) ci 
dice appunto che tal coefficiente generale è il va- 
lore di un p quando si mutano i valori dei para- 
metri; ciò prova che le (3) formano un gruppo. 

Ogni trasformazione (3) corrisponde ad una 
trasformazione (1) del gruppo dato; l'identità (6) 
ci dice che i parametri della trasformazione pro- 
dotto di due come le (3), sono le e, cioè sono 
esattamente quelli della trasformazione prodotto 
delle due del gruppo dato. Dunque possiamo dire 
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che le trasformazioni (3) corrispoudono, una ad 
una, alle trasformazioni (1), in maniera che al 
prodotto di due delle (1) corrisponda il prodotto 
di due delle (3). 

Il gruppo dato dalle formole (3) si dice gruppo 
aggiunto al dato^ ed esso è evidentemente, un 
gruppo lineare omogeneo (v. Gap. I, § 2). 

Poiché il gruppo dato possiede la trasformazione 
identica, è evidente che vi saranno valori dei 
parametri a, per i quali le. e' risultano identica- 
mente eguali alle €, cioè il gruppo aggiunto di 
un dato gruppo contiene la trasformazione iden- 
tica. 

Vogliamo ora trovare le trasformazioni infini- 
tesime del gruppo aggiunto. Dobbiamo richia- 
mare le considerazioni contenute nel Gap. II, § 7. 
Ivi si è visto che perchè Y^ . . . Yq rappresentino 
un sistema di trasformazioni infinitesime, inva- 
riante rispetto al gruppo generato dalle X, deve 
essere e basta che sia: 

(X Fy ) = i gjy Yr , (7) 

dove le g sono costanti; posto poi inoltre: 

i cs Fs = i c's Ts , (8) 

e: 

c'j= i 9JsCs, (9) 

s=l 
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le p sonò determinate dalle equazioni diiFerenziali : 

F+ %9Jy9Js = Q^ (10) 



dp 



d t j=i 

Per applicare questo risultato al nostro caso, ia 

cui il sistema delle Xi Xr è invariante per 

ogni gruppo generato da: 

X^\X,+ + X,,X-, (11) 

le X essendo al solito delle qualunque costanti, 
non c'è che porre: 

q = r, Yj = Xj , €8=^68 ^ e' 8 = e's , 

e X eguale al secondo membro della (11). Si ot- 
tiene allora: 

{XXj) = i ^i (Xi Xj) = i ( i h CijÀXr, (12) 

1=1 v=l \f=l / 

e quindi risultano i valori delle g: 

r 

gjy= 2 ^i <^ijy, (13) 

»=i 

che, sostituiti nelle (10), danno le equazioni diffe- 
renziali cui soddisfano le p: 



d p 
"d 



r+ a ì'^iCiJy]9j8=^0. (14) 



Se ora moltiplichiamo le (14) per ea , sommiamo 
rispetto ad s, da 1 ad r, e teniamo conto delle 
(9) nelle quali si sieno mutate le e nelle e, otte- 



254 Cap' IV, § 1. Gruppo aggiunto. 



marno : 



de 
' dt 



-- = — ZI È ^« (^ij'A ^'J = 0, 



cioè: 



^+ Il ^'(j, "'>«'•'• )=0' 



(15) 



e queste souo le equazioni differenziali cui soddi- 
sfano le variabili e relative al gruppo aggiunto. 
Queste equazioni sono del medesinGio tipo di quelle 
(6) considerate nel Gap. I, § 12, pag. 105; propria- 
mente le funzioni \jh {x^) che figurano nelle suddette 
equazioni (6), sono, nel nostro caso, tenuto conto 
del cangiamento delle x' nelle e\ eguali sempli- 

cemente alle — ^ ajy e^j . 

Ora le funzioni Ijh, scritte nelle a?, delle sud- 
dette formolo (6) sono i coefficienti delle trasfor- 
mazioni infinitesimali Xj appartenenti al gruppo 
definito da quelle equazioni differenziali; dunque 
i coefficienti delle trasformazioni infinitesimali, che 
chiameremo Ei , del gruppo aggiunto, sono eguali 

a — 21 Cu'y^j'i cioò possiamo scrivere: 

j=i 

Ei ^ — 21 S (^iJy ej ] ^ - (i = 1, 2, . . . r) 

e, ricordando che le e mutano di segno scambiando 
fra loro i primi due indici, si può scrivere: 

/<;.•= £ (i ov,o)~, (16) 



^ I 
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e queste sono le richieste trasformazioni infinite- 
sime. 

Col metodo seguito, abbiamo trovato così r 
trasformazioni infinitesime del gruppo aggiunto, 
ma non risulta però che queste r sieno tutte in- 
dipendenti; poiché il gruppo aggiunto, dipende 
anche, come il dato, da r parametri, è evidente 
che di trasformazioni infinitesimali E indipendenti, 
non ve ne possono essere più di r; potrebbe però 
avvenire che ve ne fossero un numero minore; in 
tal caso il gruppo aggiunto avrebbe un numero 
minore di r, di parametri essenziali. 

In ogni caso le r trasformazioni E trovate, sono 
atte a mostrarci una proprietà fondamentale del 
gruppo aggiunto, ed è che il gruppo aggiunto è 
isomorfo col dato; l'isomorfismo sarà poi natural- 
mente oloedrico o meriedrico, secondochè le E 
saranno, o no, indipendenti. Per riconoscere que- 
sta proprietà, non c'è che eseguire il calcolo 
delle parentesi formate con due E. 

Avendosi : 

r f r \ g 

JEfe = 2 1 2 cjhi ej - — 

Ek = Z 1 È <^jici ej 1 ^— , 
•=i \jzzi J dei 

si ha: 

{Eh Ek ) = .i^ ^Eh { X^ cjki ej \ - 



HX'''''')]-dli'=^ 
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^ Z S ( Z cjhs eAcshi -— X 1 S (^Jfcsej \cshi I -^ — 

r r r Q 

== Z 2 2 (ovi8 Cs*j — ojts C8?i») ej — — , 
t=i s=i j=ì a ei 

e tenendo conto che le e mutano di segno scam- 
biando i due primi indici (v. Gap. I, § 15), la pre- 
cedente espressione può scriversi: 

{Eh ^jfc )= 2 2 2 (Cjhs Cski + Ckj8 Cshi)\ ej ~ . 

y=i i=ì [8=1 io Ci 

Ora in forza delle relazioni esistenti fra le e, e 
propriamente in forza della (3) del Cap. I, § 15, 
il precedente sommatorie rispetto ad s, non è al- 
tro che: 

r r 

— 2 ChhsCsji cioè 2 ChksCjsi^ 

82=1 S-=l 

e quindi: 

»• *' ( *'^ \ d 

(EhEh)= 2 Chks 2 1 2 CjsiCJ V"=j 



r 



(17) 

Chkè Es , I 



= 2, ^*^« -^« 1 / 



e questa relazione dimostra T isomorfismo dei due 
gruppi (v. Cap. Ili, § 3). 

Esaminando la costruzione delle E^ si vede che 
i loro coefficienti restano inalterati, se restano 
inalterate le cjiv, quindi ricaviamo subito quest'al- 
tro risultato: 
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Due gruppi ad r parametri essenziali, per i 
quali il sistema dei numeri e è il medesimo, cioè 
che sono oloedricamente isomorfi^ hanno il medesi" 
mo gruppo aggiunto. 



Una questione importante che ora si presenta, 
è quella di esaminare qual'è la condizione neces- 
saria e sufficiente perchè le E sieno indipendenti. 

Sapponiamo esistente una relazione lineare a 
coefficienti costanti fra le E\ 

0= i ^iEi= i f i; ey i T.- OivI ^ (18) 

Le espressioni contenute nella parentesi quadra 
dovranno essere separatamente zero, e quindi si 
deduce un sistema di equazioni lineari, omogenee 
fra le e; essendo poi le e indipendenti, se ne ri- 
cava necessariamente V annullarsi dei singoli coef- 
ficienti, cioè: 

i vcjiv^Q. (19) 

Onde formando la espressione: 
(X, .i V Xi ) = i J 1^ V cjò\ Xy , (20) 

si vede che il secondo membro è identicamente 
zero, cioè che la trasformazione infinitesimale: 

i -aXi, (21) 

Pascal. 17 
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combinata in parentesi, col solito simbolo, con qua- 
lunque trasformazione infinitesima del gruppo 
stesso, dà sempre per risultato zero ; essa è perciò 
una di quelle chiamate eccezionali {y. Gap. II, § 8); 
se dunque fra le E esiste una relazione lineare a 
coefficienti costanti^ esisterà corrispondentemente 
una trasformazione infinitesima eccezionale del 
gruppo. 

D'altra parte esista una trasformazione infi- 
nitesima eccezionale, e sia quella data da (21); il 
secondo membro di (20) sarà zero, quindi sussi- 
steranno le (19) e perciò le (18), e fra le E sus- 
sisterà una relazione lineare a coefficienti costanti. 
Di queste ne esisteranno dunque tante indipeo- 
denti e solo tante, quante sono le trasformazioni 
infinitesime eccezionali, indipendenti, appartenenti 
al gruppo; possiamo perciò dire: 

Se il gruppo dato non contiene trasformazioni 
infinitesime eccezionali^ il suo gruppo aggiunto 
dipende da r parametri essenziali^ e se invece nel 
gruppo dato esistono v trasformazioni infinitesime 
eccezionali^ indipendenti^ il gruppo aggiunto di- 
penderà da r — ^ parametri essenziali. 

Per modo che, se tutte le trasformazioni infini- 
tesime del gruppo sono eccezionali, cioè, se tutte 
le trasformazioni finite del gruppo sono due a due 
permutabili, (v. Cap. II, § 8), allora il gruppo ag- 
giunto si riduce alla sola trasformazione identica. 

Se il gruppo dato contiene una trasformazione 
infinitesima eccezionale, esso è certamente impri- 
mitivo (v. Cap. Ili, § 2), e quindi si deduce che: 

Il gruppo aggiunto di un gruppo primitivo non 
può avere meno di r parametri essenziali; esso 
ne ha perciò esattamente r. 
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§ 2. Geuppo di stbuttuea. 

Abbiamo già dotto a suo luogo, che cosa si in- 
tende per struttura di un gruppo ad r parametri 
essenziali (v. Cap. I, § 14). Il secondo teorema 
fondamentale della teoria dei gruppi, ci dice che 
la condizione necessaria e sufficiente perchè r tras- 
formazioni infinitesimali indipendenti X^ . . . Xr , 
possano generare un gruppo ad r parametri es- 
senziali , è che le parentesi (X* Xj ) sieno es- 
primibili come combinazioni lineari, a coefficienti 
costanti Cv«, mediante le X stesse ; la totalità dei 
numeri ajs dicesi struttura dei gruppo, ed ha col 
gruppo stesso un rapporto molto intimo; e le 
proprietà del gruppo dipendono sostanzialmente 
dalla natura di questi numeri. Per convincersi 
di ciò, basta p. es., tener presente tutto ciò che 
abbiamo detto in quanto all'isomorfismo fra due 
gruppi, laddove i numeri Cijs hanno una funzione 
fondamentale; si può poi' ricordare anche tutto 
ciò che si è detto sui sottogruppi invarianti di 
un dato e sulle trasformazioni infinitesime ecce- 
zionali, contenute in un gruppo; così p. es., se 
sono eguali a zero tutte le aje^ delle quali il primo 
indice è fisso, ed il secondo e terzo sono varia- 
bili, se ne deduce immediatamente che la trasfor- 
mazione infinitesima Xi è eccezionale, e che quindi 
tutte le trasformazioni finite del gruppo ad un sol 
parametro, generato da Xi , sono permutabili con 
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quelle del gruppo; se invece sono zero tutte le 
e in cui il primo indice è sempre f, meno però . 
quelle in cui il terzo indice è eguale anch' esso ad 
i, allora per un teorema del Gap. II, § 8, si deduce 
che il sottogruppo generato da Xi è invariante ri- 
spetto al gruppo; se poi tutte le e sono zero, al- 
lora le trasformazioni finite del gruppo sono a due 
a due permutabili, il gruppo aggiunto si riduce 
air unica trasformazione identica (v. Cap. IV, § 1), 
ecc. ; inoltre nei medesimi anzidetti casi possiamo 
sempre conchiudere che il gruppo dato è impri- 
mitivo (y. Cap. Ili, § 2), ecc., ecc. 

Fra i numeri e esistono delle relazioni da noi 
già trovate nel Cap. I, § 14 e che sono: 

Cji8 -\- Cij8 = ] 

i (1) 

8=1 J 

però assegnato il gruppo, il sistema dei numeri e, 
non è, come già sappiamo, determinato in modo 
unico, ma bensì possono trovarsi infiniti diversi 
sistemi di numeri e, i quali corrispondono tutti al 
medesimo gruppo ; non però diremo naturalmente 
che ad ognuno di tali sistemi corrisponde una 
struttura diversa, ma per struttura intenderemo 
la totalità di tutti questi sistemi. 

Viene perciò spontanea la ricerca dei rapporti 
esistenti fra tutti questi infiniti sistemi di numeri 
e. Noi faremo vedere che il passaggio da un si- 
stema ad un altro di numeri Cijs si opera con tras- 
formazioni lineari^ le quali formano un gruppo, 
che vogliamo chiamare gruppo di struttura e 
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le cui proprietà devono essere, naturalmente, in- 
timamente legate con quelle del gruppo dato. 

Si abbia un sistema di r trasformazioni infini- 
tesimali indipendenti del gruppo dato Xi. ,, Xr , 
e ad esso corrisponda un sistema dì numeri e, 
dati da: 

(Xi Xj)=Ì cijs Xs ; (2) 

8=1 

si abbia ora un altro sistema di r trasformazioni 
infinitesime Yy, ., Yr indipendenti del medesimo 
gruppo ; ciascuna di queste sarà una combinazione 
lineare a coefficienti costanti delle X: 

Yk=l hki Xi , (3) 

«=i 

dove il determinante delle h è diverso da zero; 
quindi: 

(Fa ri ) = i 2 hkihijiXi Xj ). (4) 

Ma il sistema dei numeri e corrispondenti alle 
Y, e che noi chiameremo c'kis è dato da: 

{YkYl)= i c'kloYa 

'^' ^ : (5) 

= y, y. e kU has Xs , 
«=1 a-1 

del paragone dunque con (4) e con (2), otterremo 
le formolo di trasformazione delle e nelle c\ 
cioè: 

r r r 

2 C*kla has^ Yà 2 ''^t hj Cijs (s = 1 , . . . r). (6) 
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Essendo diverso da zero il determinante delle 
h, queste equazioni possono risolversi rispetto alle 
c\ le quali restano espresse così linearmente per 
mezzo delle e. Facendo variare le h in tutti i 
modi possibili, sempre però naturalmente in ma- 
niera che il loro determinante sia diverso da zero, 
le (6) esprimono infinite trasformazioni delle e 
nelle e'; possiamo dimostrare che queste trasfor- 
mazioni formano un gruppo* 

In effetti mutando i valori dei parametri A, e 
chiamando W i nuovi valori, e intendendo che con 
questi si passi dai valori e ai valori c'\ possiamo 
scrivere le formolo: 

r r r 

2 c'^kia h'o8 = 2 Z h'ki h'ij c\j8 (s -= 1 . . . r) (7) 

Eliminiamo fra le (6) e le (7) le c\ per cercare 
le formolo con le quali le e" si esprimono me- 
diante le e, cioè le formolo della trasformazione 
prodotto delle due precedenti. Moltiplicando le 
(7) per hsT e sommando rispetto a s, da 1 ad r, 
si ha: 

r r r i (8) 

t=l >=1 «=1 

e tenendo conto della (6), dal secondo membro di 
questa espressione si possono eliminare le e' e 
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resta: 



«7=1 \8=:l / 



r r r r 

Ponendo quindi in generale : 

r 
WoT = 2 h'as hsTf (9) 

la precedente formola si riduce semplicemente a: 

i c"klah''or = I S h"kph"laCpQr, (10) 

la quale è dello stesso tipo della (6), e prova che 
efiFettivamente le (6) formano un gruppo; i para- 
metri della trasformazione prodotto si esprimono 
mediante quelli dei due fattori con le formolo (9), 
dalle quali appare anche che il determinante 
delle h" è eguale al prodotto dei due determinanti 
di A e h\ e quindi, come era da aspettarsi, è di- 
verso da zero, quando lo è ciascuno degli altri due. 

Poiché le e' devono soddisfare ancora esse a 
relazioni come le (1), ne risulta che per le tra- 
sformazioni del gruppo di struttura, il sistema 
delle equazioni (1) è invariante. 

Se noi fra le e consideriamo solamente quelle in 
cui il primo indice è minore del secondo, trascu- 
rando le altre, le quali del resto, in forza della prima 
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delle (1) devono essere eguali e di segno contrario 
a queste già considerate, il numero delle e ascende 

^2 (r — 1) 
allora a , legate da un certo numero 

di relazioni bilineari, cioè dalle seconde (l). Con- 
siderando le suddette e, come coordinate in uno 

^2 (;. — 1) 

spazio a -z dimensioni, il gruppo di strut- 

tura rappresenta in tale spazio un gruppo di col- 
lineazioni per le quali resta inalterato un certo 
sistema di ipersuperficie di secondo ordine. Se in- 
vece consideriamo tutte le r* e come coordinate 
di uno spazio ad r' dimensioni, le equazioni (1) 
determineranno in tale spazio una certa varietà, 
la quale resta invariata per tutte le trasforma- 
zioni del gruppo di struttura; ogni punto di tale 
varietà corrisponde ad un sistema di numeri e 
capace di rappresentare la struttura di un gruppo 
ad r parametri essenziali. 



§ 3. Gairppo pabametrtco. 

Noi abbiamo già visto sin dal principio, che 
dato un gruppo e assegnate di esso due trasfor- 
mazioni, di parametri rispettivamente ax. ..ar ^ 
bi.. ,br^ i parametri Ci . . . Cr della trasformazione 
prodotto si esprimono come funzioni <p delle a e 
delle b: 

C/fc = 9A(«, b). (1) 
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Di queste funzioni cp abbiamo indicato alcune 
proprietà generali ; per es., abbiamo detto che esse 
devono essere risolubili sia rispetto alle a, che 
rispetto alle J. Ora vogliamo approfondire lo 
studio delle medesime funzioni, e ciò faremo ser- 
vendoci di una ingegnosa considerazione riguar- 
dante la cosidetta proprietà associativa cui devono 
soddisfare le trasformazioni (v. Cap. I, § 1). 

Siene date tre trasformazioni, una coi parame- 
tri a, r altra coi parametri a, e la terza coi pa- 
rametri p. 

In forza della proprietà associativa, moltipli- 
cando fra loro prima le prime due, e poi il pro- 
dotto moltiplicandolo a sua volta con la terza, e 
moltiplicando invece la l)rima col prodotto della 
seconda e terza, si deve avere il medesimo risul- 
tato. Ora vediamo a quale proprietà delle fun- 
zioni ? ciò conduce- 
li prodotto delle due prime ha per parametri: 

e il prodotto di questo prodotto con la terza ha 
per parametri: 

?i (? («, =^), P) , ?r (^ (a, a), p). (2) 

Invece il prodotto totale fatto nell'altro modo, 
dianzi indicato, avrà per parametri: 

?i («, ? (^ P)) , ?r (a, r, (a, p)), (3) 

i quali perciò devono essere eguali ai precedenti, 
cioè deve aversi identicamente: 
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Ora consideriamo le a come delle variabili, le 
quali si trasformino nelle variabili a' colle for- 
molo : 

a\ = ?A (a, a), (5) 

in cui le a fanno l'ufficio di parametri che pos- 
sono ricevere anche i valori p. Le formale (5) 
sono quelle di un gruppo, che noi chiameremo il 
gruppo parametrico, e che è evidentemente de- 
terminato del dato. In effetti il prodotto della (5) 
per: 

a"k = fk {a\ P), 

è eguale a: 

a'k ■= n (? («, »), P), 
che, per effetto della (4), è: 

a"^ = ?A. (a, ?(«,?)), 

cioè è un'altra delle trasformazioni comprese nella 
formola (5), salvo il cangiamento del parametro a 
nel parametro ©(a, p); con ciò è dimostrato l'as- 
sunto, e risulta poi ancora che il parametro del 
prodotto si esprime mediante i parametri dei fat- 
tori colle medesime funzioni f che nel gruppo 
dato, il che mostra che il gruppo parametrico di 
un dato è parametrico di sé stesso. 

Sapendo che le equazioni (1) sono risolubili ri- 
spetto alle ò, lo stesso si avrà per le (5) rispetto 
alle «, cioè il gruppo parametrico di un datOy è, 
come questo, ad r parametri essenziali^ ed è sem- 
plicemente transitivo. 
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E facile vedere che il gruppo parametrico con- 
tiene la trasformazione identica, se il gruppo dato 
la contiene. 

Infatti se il gruppo dato contiene la trasforma- 
zione identica, yì saranno dei valori delle è, per 
i quali nella formola (1) le e diventano identica- 
mente eguali alle a; è evidente allora che, posti 
nella (5) per le « tali valori delle è, le a diven- 
teranno rispettivamente eguali alle a, il che di- 
mostra Tassunto. 



Supponiamo ora che il gruppo dato sia generato 
da r trasformazioni infinitesimali indipendenti 
Xi-. .Xr; si può far vedere che anche il gruppo 
parametrico sarà generato da altre r trasforma- 
zioni infinitesimali indipendenti, che chiameremo 
Al... Ar , e che sono rappresentate dalle mede- 
sime formolo che le omonime introdotte e conside- 
rate nel Cap. I, § 14 {formole (5) pag. 117), cioè: 

Aj = 1 yk (a) ^ , (6) 

A:=i ah 

avendo le qc/a; il solito significato dato loro nel 
Cap. I, § 4. 

Le formole di trasformazione del gruppo para- 
metrico, cioè le (5), poiché queste formano un 
gruppo, devono naturalmente soddisfare alle equa- 
zioni differenziali caratteristiche, da noi già con- 
siderate nel Cap. I, § 4, cioè a equazioni del tipo 
delle {A) del luogo citato. Riferendoci dunque a 
quanto abbiamo ivi trovato, possiamo dire che do- 
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vrauno sussistere delle equazioni come le seguenti : 
^=.Ìyn{a'Hjk(.^\ (7) 

dove le ay^ e le ^jk avranno rispetto a questo 
gruppo , lo stesso significato che le funzioni 
Ijh (^0? "^Jk {^) aveano per il gruppo dato. 

Ora le funzioni ^^jk (a) non erano altro, per ef- 
fetto della formola (a) del citato § 4 del Gap. I, 
che le derivate di bj rispetto ad ak^ quando in 
luogo delle b si ponevano dei particolari valori 
fissi, tali derivate essendo, s'intende, ricavate, dalle 
equazioni a = «p» (a, b) che danno, per il gruppo 
dato, i parametri del prodotto di due trasforma- 
zioni espressi per i parametri dei fattori; nel 
nostro caso i parametri, in luogo di a e.i, sono 
chiamati rispettivamente a e p, e le funzioni «pt sono 
rimaste le stesse di prima per una proprietà dimo- 
strata di sopra; si vede quindi che, salvo un can- 
giamento di nome delle variahili, le funzioni 'j' di 
questo caso, sono le stesse che le antiche ^. 

Similmente per la formola (b) del medesimo 
§ 4, Cap. I, le ^-h non erano altro che le S quando 
per le b si ponevano i medesimi particolari valori 
fissi dianzi indicati, cioè, non erano altro che le 
derivate delle ;r' rispetto a bj nelle quali sia fatta 
la indicata sostituzione. 

Ma nel nostro caso le x'h sono le a'h, le bj sono 
le P^ , e le equazioni x"h = fh {x' b) donde biso- 
gnava allora ricavare le suddette derivate, sono 

le equazioni a''h = ^h {a* P) ; quindi le a//» (a') non 
sono altro che le derivate delle a\ rispetto a py 
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ricavate da queste ultime equazioni, quando poi in 
esse poniamo per le P dei speciali valori fissi. 

Intanto se noi dalle formolo solite Ch = ?fc (a, h) 
ricerchiamo le derivate delle a rispetto alle J, e 
poi poniamo per le b dei speciali valori fissi, ot- 
teniamo evidentemente, salvo il cangiamento di 
nome delle variabili, i medesimi risultati che dian- 
zi; mentre così facendo si ottengono, tenendo conto 
della formola (e) del § 4, Cap. I, precisamente 
le funzioni o-jh ; possiamo dunque asserire che le 

^Jh (a') coincidono con le ^jk (a') già considerate 
varie volte nel citato § 4 del Cap. I, e altrove. 
Perciò le equazioni differenziali (7) del gruppo 
parametrico, hanno la forma: 

-^= 2 ^jh{a)^jk{^\ (8) 

e perciò le trasformazioni infinitesimali del gruppo 
parametrico sono precisamente quelle date dalle 
formolo (6), da noi già considerate nel § 14 del 
Cap. I. 

Nel luogo citato abbiamo dimostrato una pro- 
prietà dei simboli A^ la quale ha per noi ora una 
grande importanza; essa è che le parentesi for- 
mate con due delle A^ danno luogo ad un sistema 
di numeri ajs identico a quello cui danno luogo 
le parentesi formate con due delle X; ora ciò 
corrisponde a dire che la struttura dei due gruppi, 
il dato e il parametrico, è la medesima; onde: 

Il gruppo parametrico è oloedricamente iso- 
morfo col dato. 

Ed evidentemente possiamo allora anche dire: 
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Perchè due gruppi abbiano il medesimo gruppo 
parametrico, è necessario che essi sieno oloedrica- 
mente isomorfi. 



Il gruppo parametrico di un dato non è unica- 
mente determinato, se non quando è stabilito il 
modo col quale le formolo di trasformazione del 
gruppo dipendono dai parametri; in altri termini 
é evidente che se pongo i parametri del gruppo 
eguali a delle funzioni arbitrarie indipendenti di 
altre r quantità che rappresentino nuovi para- 
metri, il gruppo parametrico muta. Però è facile 
far vedere che specie di mutamento esso subisce. 

Sieno ai^^^ . . . aA^^ tali nuovi parametri da in- 
trodurre in luogo delle cti . . .ar q si abbia: 

ay = Ci((ii(i)...ar(»)); (9) 

ai valori «i . . . a^ delle a corrispondano i valori 
a/i) . . . a^ (1) delle a^^^ ; le formolo di trasformazione 
del nuovo gruppo parametrico risulteranno allora: 

e si vede che si passa dalP antico gruppo para- 
metrico al nuovo, ponendo le a, e le «, dell'an- 
tico gruppo, eguali alle medesime funzioni ^ delle 
a(^> e delle a(i) del nuovo gruppo; ne deduciamo 
perciò che i due gruppi parametrici sono fra loro 
simili (v. Gap. Ili, § 4). 



munendo i risultati ottenuti nel § 14 del Ca- 
pitolo I con quelli ottenuti in questo paragrafo, 
tossiamo dire che se sono conosciute le trasfor- 
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inazioni infinitesime A del gruppo parametrico, 
corrispondenti una ad una nel modo solito, alle 
trasformazióni infinitesime X del gruppo dato, 
le equazioni finite di questo si otterranno inte- 
grando il sistema completo: 

ùjF=^X'jF-\-AjF=0, (10) 

dove X' indica la X scritta nelle variabili x' ; gli 
integrali di queste equazioni però, al solito, non 
sono completamente determinate in funzione delle 
costanti che in questo caso sono le x (v. Cap. I, 
§ 5); ma se noi conosciamo i valori dei parame- 
tri che corrispondono alla trasformazione iden- 
tica, resta determinato il gruppo. — : Viceversa il 
gruppo determinato -nell* indicato modo dalle (10) 
ha per gruppo parametrico quello delle A e per 
trasformazioni infinitesime generatrici le X. 

Di ciò ci serviamo per dimostrare il seguente 
teorema, che è il reciproco di un altro dimostrato 
testé : 

Se sono dati due gruppi oloedricamente isomorfi, 
si possono in essi mutare i parametri sempre in 
modo che i due gruppi riescano ad avere il mede- 
simo gruppo parametrico. 

Se Xi... Xr sono le trasformazioni infinitesime 
del primo, e si abbia: 

{Xj Xi)= S cjis Xs , 
«-=1 

sì potranno scegliere sempre quelle del secondo 
Yi . .. Yr in modo che sia: 
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e si potranno scegliere sempre le trasformazioni 
infinitesime Ai. .. Ar del gruppo parametrico del 
primo, in maniera che sia: 

{Aj Ai)=^ S cjisAs . 

8=1 

Ora io dico che nel secondo gruppo si possono 
mutare i parametri in modo che il suo gruppo 
parametrico venga ad essere precisamente quello 
delle A. In effetti, per quel che si è detto di so- 
pra, se integro le equazioni del sistema completo: 

X'jF+AjF=0, 

e stabilisco che in tali integrali le oo^ devono di- 
ventare eguali alle x^ (che fanno l' ufficio, di co- 
stanti in tali integrazioni), per i valori a9 dei pa- 
rametri a (supposto che nel gruppo dato i valori 
a^ sieno quelli che corrispondono alla trasforma- 
zione identica), si ottengono le trasformazioni fi- 
nite del primo gruppo. Se ora noi analogamente 
integriamo il sistema completo: 

Y'jF+AjF=0, 

con la medesima condizione che le y' diventino 
eguali alle y, per i valori a^ delle a^ otteniamo, 
per quanto si è detto di sopra, un gruppo di cui 
il gruppo parametrico è quello delle A^ e di cui 
le trasformazioni infinitesime generatrici sono 
precisamente le Y, e che perciò non può essere 
che il secondo gruppo dato quando vi sieno op- 
portunamente cangiati i parametri. Con ciò il teo- 
rema è dimostrato. 



Da questo teorema risulta una proprietà fonda- 
mentale di due gruppi isomorfi oloedricamente^ ed 
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è che, dati due siffatti gruppi^ si possono porre 
i parametri dell'uno tali funzioni dei parametri 
dell'altro^ che le funzioni 9 (cioè quelle funzioni 
mediante cui i parametri del prodotto di due tra- 
sformazioniy si esprimono mediante i parametri 
dei due fattori), sono le medesime per ambedue 
i gruppi. 

Ciò porta alla dimostrazione, per il caso del- 
l'isomorfismo oloedrico, dì quella proprietà che ab- 
biamo già dimostrato in altro modo nel Cap. Ili, 
§ 3, cioè che le trasformazioni di due gruppi iso- 
morfi si possono far corrispondere fra loro in 
modo che ai prodotto di due di mi medesimo 
gruppo, corrisponde il prodotto delle corrispon- 
denti neir altro. 

Giacché supponiamo di avere trasformato il se 
condo gruppo in modo da fare che ai due gruppi 
appartengano, nel modo detto di sopra, le mede- 
sime funzioni cp, e intendiamo allora come corri* 
spondenti le trasformazioni aventi i medesimi va- 
lori dei parametri; perchè le funzioni (p sono le 
medesime per ambedue i gruppi, i parametri 
Ck = cpjt (^, b) del prodotto di due trasformazioni 
del primo gruppo, saranno eguali a quelli del pro- 
dotto delle due corrispondenti del secondo gruppo, 
e quindi i due prodotti si corrisponderanno, il che 
dimostra il nostro assunto. 

Si potrebbe dimostrare la stessa proprietà anche 
per il caso dell' isomorfismo meriedrico, ma noi 
non vogliamo dilungarci su ciò, ricordando spe- 
cialmente che la dimostrazione data nel Cap. Ili, 
§ 3, vale anche per questo altro caso. 

Pascal* 18 
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Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
far vedere, segaendo gli sviluppi contenuti in una 
recente Nota intitolata: Altre ricerche sulla f or- 
mola del prodotto di due trasformazioni finite e 
sul gruppo parametrico di un dato (Rend. Ist. 
Lomb. (2), t. 35, 1902), come la formola del pro- 
dotto di due trasformazioni, di cui abbiamo trat- 
tato nel Cap. I, § 9, possa servire a costruire le 
trasformazioni infinitesime del gruppo parametrico 
di un dato, di cui sieno assegnate le trasforma- 
zioni infinitesime. 

Si abbia il gruppo a r parametri, generato da 
r trasformazioni infinitesime: 

Zi Zr ì 

e si formi il prodotto delle due trasformazioni: 

CC'i « gX, Xi , 

dove sia: 

Xi = t?! 2i + » . . -f- !?>• Zr 
X2 =^ UiZi + . . , + Wr ^r. , 



(H) 



(12) 



le t), u essendo i parametri delle due trasforma- 
zioni, e la X' essendo la stessa X, ma scritta 
nelle variabili a?' anziché nelle x. 
La trasformazione risultante sarà: 

a?^«e^.a:,-, (13) 

dove Xg dovrà essere anche una combinazione li- 
neare delle Z, cioè: 

X3 = u\ Zi-\-...+u'rZr, (14) 
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in cui le u' saranno delle funzioni delle v e u: 

u'h = ^h{u;v). (15) 

Le formolo (15) sono quelle delle trasforma- 
zioni del gruppo parametrico^ considerandovi le u 
e u' come variabili^ e le t? come parametri della 
trasformazione. 

Coir aiuto delle citate ricerche possiamo de- 
terminare completamente le funzioni fh , e anzi 
per tale determinazione non occorre la conoscenza 
di tutti i coefficienti nella formola del prodotto 
di due trasformazioni, ma basta solo la conoscenza 
di alcuni di quelli che abbiamo già calcolati. 

Ed in effetti a noi basterà del gruppo generato 
da (15) calcolare solo le trasformazioni infinite- 
sime, e queste si ottengono immaginando le t^i . . . Vr 
infinitamente piccole; perciò nel calcolo di X^ ba- 
sterà limitarsi a quei termini che contengono po- 
tenze di Vi . . ,Vr non superiori alla prima, il che 
viene a dire che della formola (7) del Cap. I, 
§ 9, occorreranno solo i termini che moltiplicano 
la prima potenza di ty e che, come sappiamo, sono 
i seguenti: 

X.-^t'Y^X.X.'-f'Y'iX^XiX^) - 

ovvero: 

fj = l - A li 

Se in questa formola per Xi e X2 poniamo le 
loro espressioni nelle Zj ì coefficienti di: 

VkZiyVìcZ2, VkZr 

saranno ì coefficienti di una trasformazione infi- 
nitesima Ak del gruppo parametrico. 
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Poiché le Z generano un gruppo, per il secondo 
teorema di Lib dovrà aversi: 



{Zt Zs)=^ Y Ctsh Zh 



(17) 



dove le e sono le costanti di struttura. 
Da questa formola si ha: 

{X2 Xi ì = 2 «^ ^A (Zt, Zk)= 2 Ct.l'h Ut, Vh Zh 

tiSi tjik 

{X2 X2 Xi ) =: 2 ^t^i <^it8ih Uti Ut^ Vh Zh , 

e in generale: 

2n^^ 

Jl2 . . • -A 2 Xi 

= Z 2 2^ ^^ ^«1 ^h^iS ^Ct^StSz ' . 'CtinSn-Jl ?*^ • • -W/g i^% ^i^ • 

Sostituendo nella (16\ e adoperando per brevità 
il simbolo già introdotto in altra mia Nota {Sul 
terzo teorema di Lie^ etc,^ Bend. Ist. Lomb.^ (2), 
t. 35, § 1, formola (3), vedi note in fine a questo 
volume)^ cioè ponendo: 

^ ' * ' 2u CtJcSi Ct^iSi Ct^SiSs • . . CtfnSnfih '"^^ \'i ^2 • • • tm] «^ ^), 

la trasformazione infinitesima Aie si presenta sotto 
la forma : 

'* ^ '» } (18) 

+ 2 Tf<2«) 2; (ti,,.t2n',kh)ut,...ut,n\^ ^J 

«=1 ^i...^a„ ÀO Uh I 

dove efcA è zero se le è diverso da /t, ed è 1 per 
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Le funzioni 9 della formola (15) restano così 
troyate e si hanno le: 

U'h = Uh -+• 1 Z ^A; ^A; I WA -*- ^( 2 t^fc Ah \ Uh +...(19) 

per le formole di trasformazione del gruppo pu' 
rametrico. 



§ 4. Gruppo di impbimitivitI. 

Sia dato un gruppo ìmprimitivo, le cui trasfor- 
mazioni infinitesime sieno Xj . . . Xr , e le equa- 
zioni che danno la diyisione dello spazio totale 
ad n dimensioni in oc«-'» spazi ad m dimensioni 
sieno, come nel Cap. Ili, § 2 : 

1^1 (or) = Ci ^n-m (OO) - Cn-m , (I) 

che sieno gli integrali del sistema completo: 

FiF-O, YmF=0. (2) 

Per le cose dette nel citato Cap. Ili, § 2, il si- 
stema (2) deve essere invariante rispetto al grup- 
po, e quindi operando una X su di uno degli in- 
tegrali (1), si deve ottenere una funzione dei primi 
membri di (1); si abbia allora in generale: 

Xk Qi = U'i («1 ^n-m). (3) 

Consideriamo ora le ^ . . . i^n—m come delle va- 
riabili a sé, ed in corrispondenza con le (1), 
chiamiamole perciò Cj .. .Cn-m, e consideriamo le 
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seguenti trasformazioni infinitesimali nelle varia- 
bili e: 

^k= y ni{c)- — (A; = l,...r) (4) 

»=1 Ci 

Possiamo far vedere che queste generano un gruppo^ 
il quale è isomorfo col dato^ e che noi chiame- 
remo gruppo di imprimitività del dato. Per dimo- 
strare che le (4) generano un gruppo, dobbiamo, 
al solito, considerare il valore delle parentesi for- 
mate con due delle r« 
Si ha: 

^k Ci = YA» {c"^ = Xfc Ci 

1 k ^hi = 2é :^ — ^kCs = 

8=1 Cs 

= L o ^k Cs = 

«=1 C8 



= Xk Tfcr , 



e quindi : 



1=1 d Ci 

tt—m g 



j=i 8 fi 

Ma: 

(Xh Xh ) Ci — Xh Xk Ci — Xk Xh Ci = 
= Xh Yx-i — Xk Y/i/, 
dunque : 

(rA Ta ) = "z" (A^A Xx- ) Ci . -^- . (5) 
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Questa forinola ci basta per dimostrare cootem- 
poraneamente i nostri due assunti ; infatti, poiché 
le X formano un gruppo, si avrà : 



(Xh -^A ) == Z Chhs Xs , 
s=l 



e quindi : 







{Xh Xh ) Ci 


r 

«=1 
r 

= 1 

8=i 


Chks Xs Ci — i 
Chk» r» Ci , 


e 


infine: 










(r* r* ) 


= 11 

•=1 «=1 


chk8 r« 


d 

Ci . ^ — 
OCi 






r 

8=1 


n — n^ 

,1 '' 


d 

OCi 






r 

= 2 Chhs 
«=1 


r.. 





Fissati i valori delle Ci . . . C/i- w , resta determi- 
nato uno degli oc«-»» spazi ad m dimensioni in cui 
si divide, per eiFetto del gruppo dato, lo spazio 
totale ad m dimensioni; il gruppo di imprimitività 
rappresenta un gruppo fra i sistemi delle e, ed esso 
è propriamente quello col quale, per effetto del 
gruppo imprimitivo dato, si scambiano fra di loro 
gli «w— »» spazi ad m dimensioni. 
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■L JUJ> .r*«f9W^Bem 



§ 5. GitUPPI AMPLIATI. 

Dato an gruppo di trasformazioni, ne restano 
determinati degli altri fra un numero maggiore di 
variabili ; sono i eosidetti gruppi ampliati^ la cui 
teoria vogliamo ora passare brevemente ad esporre. 

Sia data la trasformazione : 

*'» = A (^, ^1 . . . ar ) (f = 1, . . . n), (1) 

e supponiamo di voler considerare a\, ,,O0q {q< w), 
come funzioni | di or^+i,... ^n , e similmente 
x\ ,. . x'q come funzioni 4*' di x'q^\^ . . . x\ . Na- 
turalmente queste funzioni ^' non sono arbitrarie, 
date che sieno le 'i/, giacché fra le a? e a?' sussistono 
le relazioni (l), e quindi le ^ si ottengono ope- 
rando la trasformazione (1) sulle Xqj^B=^^% {x^ ... a?^), 
e indi risolvendo le ottenute relazioni rispetto alle 

X ] • • . X q , 

Insieme alle variabili x vogliamo ora considerare 
le derivate prime, che chiameremo pij (i= 1 ... g; 
y = g-|- l,...n), delle x^...Xq rispetto alle rima- 
nenti ^^4-1... Xn , e insieme alle x\ le analoghe p'o" ; 
si possono allora trovare facilmente delle formolo 
che esprimono le p^ mediante le p e le a?, e quindi 
considerando il complesso di tutte le variabili: 

si otterranno le formolo di una trasformazione di 
tutto questo sistema di n + g (n — q) variabili, 
trasformazione che sarà naturalmente di un tipo 
speciale, 



ÌX'j 
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La chiameremo trasformazione ampliata della 
data, ed essa è evidentemente indipendente della 
speciale natura delle fanzionij^. 

Prima di andare avanti facciamo vedere con 
qual mezzo si troverebbero le formolo che espri- 
mono le p' mediante le jo e le ^. 

Derivando la (1) rispetto ad x'j (y = g + 1,... w), 
si ha: 

doo^\dxq+i* dx'j dxn'dx'j)'^ 

+ . . . + 

. dfi ( dXq dXq^X dXq d Xn \ 

dXq KdXq^l dCO'j '^ ' " '^ d Xn' d x'j ) '^ \ 

, dfi dxq^x ^ 

dXq^l dx'j 
+ + 

dfi 3^n 

"^ dxn 'dcc'j ' I 

In questa equazione il primo membro è p'jj se i 
è eguale 1, ... 9, ed è invece zero se i è eguale a 
q t- 1 . , .y - 1 , y + 1 j • . . w, ed 1 se i=j\ 

Consideriamo allora tutte le equazioni (2) in cui 
j sia fisso e i sia maggiore di q, ed insieme una sola 
delle (2) in cui i sia minore od eguale a q> Si ha un 
sistema din — ^ + 1 equazioni lineari nelle derivate: 

dXq±l dXn 

TxV aa?v ' 

in numero di n — g, ed, eliminando queste, risulta 

evidonteraente p'ij espresso mediante le _— *- che 

dxh 



(2) 
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sono delle funzioni delle a?, e mediante le v;^ 

(h^q;k>q) che sono le pkh ; si hanno cosi le 
p'ij espresse per le phk^ che è quello che si voleva 
trovare. 



Fermiamoci a considerare specialmente un caso 
particolare di questo procedimento generale. Sup- 
poniamo che insieme al sistema delle variabili 
co^ ,, , oon ^ sia da considerarsi un'ultima variabile 
iPrt+i, la quale non entri però nelle formole (1), 
ed entri solamente in una (n + 1)*"* formola la 
quale sia del tipo specialissimo: 

CO'n-\-\ - COn-\-\ . (3) 

La trasformazione rappresentata dalle (1) e (3) 
non è in sostanza diversa dalla sola (1), ma è una 
nuova forma sotto cui può scriversi la (1) medesima. 
Applichiamo allora il procedimento precedente, 
supponendo g = n ; indicando con pi . . . pn , le de- 
rivate rispetto ad a?»-|.i di a?i . . . a?,i , e derivando 
direttamente la (I) si ricava: 

f ^ dfi ... 

Supponiamo ora che le (1) sieno le trasforma- 
zioni di un gruppo ad r parametri essenziali ; noi 
vogliamo dimostrare Tim portante teorema : 

Le trasformazioni nelle 2 n variabili x^, ,.Xn^ 
Pi'* -Vn ^ rappresentate dalle formole (1) e (4), 
formano ancWesse un gruppo che è ad r parame- 
tri essenziali e che per di più è oloedricamente iso- 
morfo al dato. 
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Tal gruppo si chiama un primo gruppo am- 
pliato del dato, e, come si vede, esso è detormioato 
dal dato, come già abbiamo detto sul principio. 

Se ne potrebbero considerare infiniti altri, che 
si otterrebbero in analogo modo o seguendo il 
procedimento generale e scegliendo per q uno 
speciale valore, ovvero anche immaginando ag- 
gregate alle variabili cc^. , ,Xn un numero qua- 
lunque di s altre variabili e seguendo un procedi- 
mento simile a quello tenuto teste per il caso di 
s = l. 

E se poi facciamo delle considerazioni ana- 
loghe, ma introducendo oltre alle derivate di primo, 
anche quelle di second'ordine, si avrebbero in si- 
mile modo i secondi gruppi ampliati e cosi inde- 
finitamente. 

Per dimostrare che le (1) e (4) formano un 
gruppo, bisogna far vedere che se si passa dalle p 
alle p' con una trasformazione i cui parametri 
sieno le a, e delle p* alle p" con una trasforma- 
zione di parametri ò, si passerà dalle p alle p*' 
con la trasformazione prodotto delle due, cioè con 
quella ì cui parametri sono le e legate alle a q b 
dalle solite relazioni. Ora: 

ik dx'i hki doch ^^ 
_ ^. / ;^ dfh{x\b) dfi(^.o) \ 
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Ma essendo: 



si ha: 



ìA g fh {oo\ b) dxi ^ d fic (a?, 6) 



ovvero : 
e quindi: 

alla quale formola appunto si giungerebbe, par- 
tendo dalla trasformazione x^'k = fk {oo, e), che è 
il prodotto delle due date. Con ciò è dimostrato 
che le trasformazioni ampliate formano un gruppo, 

E evidente che questo gruppo è ad r parametri 
essenziali come il dato; se il dato contiene la 
trasformazione identica anche questo gruppo am- 
pliato la conterrai e i parametri della trasforma- 
zione identica, saranno i medesimi per ambedue 
i gruppi. 

Il gruppo ampliato, contenendo la trasforma- 
zione identica, se la contiene il gruppo dato, per 
un teorema del Cap. I, § 12, conterrà r trasfor- 
mazioni infinitesime indipendenti, le quali sa- 
ranno note quando lo saranno le equazioni diffe- 
renziali caratteristiche del gruppo, e ciò per le cose 
sviluppate anche nel medesimo luogo. Cerchiamo 
allora tali equazioni differenziali. 
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Sieno : 



= 2 \jh '^') h'h [a) (A - 1 . . . n), (5) 



lo equazioni differenziali relative al gruppo fonda- 
mentale dato ; derivando rispetto ad OTn+i , ed os- 
servando che le a sono da considerarsi indipen- 
denti da questa variabile, si ha: 

oak >=i \«^i 0^8 J 
e ponendo: 

-..(«.'pO-J^P'., (6) 

si ha: 

-^aV" =- i "^* ^^' P'> ^•'* '^«) (A = 1, . . . n) (7) 

Le equazioni differenziali del gruppo ampliato, 
nelle variabili a;| , . . . a?» , Pi , . • . Pn , sono dunque 
le (5) e le (7), e le trasformazioni infinitesime 
corrispondenti saranno perciò: 

♦* /5 ♦* ^ 

1 VA ^ + S ^^'A ^ 1 (8) 

che potremo indicare col simbolo : 

Xj + lìj. (y=l,...r) (9) 

Osserviamo che dalla formola (6) si ricava imme* 
diatamente : 

a T^jh {X, p) ^ 8 ijh (0?) ,^Q. 

3 1?« d Xs ' 
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La trasformazione infinitesima (8) o (9) del 
gruppo ampliato, la chiameremo trasformazione 
infinitesima ampliata, e propriamente diremo che 
Xj + Uj è la trasformazione infinitesima am- 
pliata della Xj . 



Vogliamo ora dimostrare l'altra delle asserzioni 
fatte di sopra, che cioè il gruppo ampliato è iso- 
morfo oloedricamente al dato. 

Formando la parentesi: 

{Xj + ny, Xi n,) F^ (XX) F -^ [Xj^k] F-f ) 

è facile vedere che dei quattro termini del secondo 
membro solo il primo contiene derivate di F ri- 
spetto alle X, mentre gli altri non contengono che 
derivate rispetto alle p ; intanto poiché le X' "^ ^J 
generano un gruppo, il primo membro della prece- 
dente formola dovrà essere identicamente eguale a : 

i cju (Xs + n« ) F, (v, Cap. I, § 14) 

di cui i termini contenenti derivate di F rispetto 
alle X sono solamente quelli dati da: 

i cjis Xs F; 

8=1 

questa espressione deve dunque identicamente coin- 
cidere con (Xj Xì jP, cioè con : 

i cjis Xs F, 

8=1 
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e perciò le e' sono eguali alle e, e i due gruppi 
sono isomorfi. 



Abbiamo Tisto che la trasformazione infinitesi- 
ma ampliata di Xj è Xj + Hy ; si può ora far 
vedere che Yampliata della parentesi ( Xj Xi ) è 
eguale alla parentesi delle ampliate di Xj e di 
Xi , cioè è eguale al primo membro di (11). 

Ciò riesce evidente dalla semplice ispezione delle 
precedenti formolo, giacche, per quanto si è dimo- 
strato, il primo membro delle (11) è : 

2 cjis {Xj + Uj ) F. 

8 = 1 

r 

Ma essendo ^Xj Xi ) eguale a 2 <V«s ^s F^ la 

trasformazione ampliata di essa è precisamente 
quella data dalla formola precedente; perciò è 
dimostrato l'assunto. 



Tutto ciò che abbiamo detto per lo speciale 
gruppo ampliato da noi considerato, può estendersi 
al caso di un gruppo ampliato più generale, cioè 
formato colla ipotesi che le variabili indipendenti 
sieno più di una, e che debbano considerarsi non 
solo le derivate prime, ma anche le derivate su- 
periori ; sussiste allora sempre la proprietà che da 
un gruppo si ottiene un gruppo ampliato oloedri- 
camente isomorfo. Noi però non ci fermeremo su 
queste considerazioni più generali. 
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§ 6. Gruppo becipróco di xjn gruppo sempli- 
cbbientb transitivo ad fi parametri essen- 
ZIALI. 

Nel Gap. II, § 8 abbiamo detto che si può pro- 
porsi il problema di determinare il gruppo di tutto 
quelle trasformazioni le quali lasciano invariate 
le singole trasformazioni infinitesimali di un gruppo, 
e abbiamo promesso di risolvere questo problema 
in un caso speciale. 

Il caso che vogliamo considerare è il seguente: 
le trasformazioni infinitesime date sieiio assoluta- 
mente indipendenti e sieno in numero di n, in modo 
che (v. Cap. Ili, § 1) il gruppo da esse formato 
sia semplicemente transitivo ; esse sieno indicate con: 

Y^ ±2 . . . Yn . 

Introduciamo una nuova serie di variabili ohe 
chiameremo x\ ... x'n , e indichiamo con Y\ ... Y\ 
le Y scritte nelle variabili x\ Scriviamo : 

Ytc f Yic = Zic, (4 = 1,. ..n) (l) 

si otterranno i simboli Z di n trasformazioni 
infinitesime, assolutamente indipendenti, (perchè 
tale proprietà la hanno, per ipotesi, le Fé le Y* 
separatamente) in 2n variabili, cioè in: 

CC\ ... Xti , X-^*»»Xfi» 

Il sistema delle equazioni: 

Za F= 0, (2) 
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è, come facilmente si vede, un sistema completo 
(in forza delle nostre ipotesi) ed irreducibile ; esso 
ammetterà perciò 2n — n^=n integrali indipen- 
denti : 

che, eguagliati a costanti arbitraria: 

(3) 

Wn{0(!i... Xn X\,.. x\ ) == ajt , ] 

danno luogo ad una trasformazione delle x nelle x\ 
per la quale le F' risultano identicamente eguali 
alle Y. Tutto ciò risulta da considerazioni preci- 
samente analoghe a quelle sviluppate nel Cap. Ili, 
§ 5, a proposito di un teorema, per il quale si 
fanno ivi ragionamenti che nel nostro caso si pos- 
sono ripetere senza mutamenti. 

Abbiamo dunque che la più generale trasfor^ 
inazione richiesta è data dalle forinole (3). 

Ora le formolo (3) sono risolute rispetto ai pa- 
rametri, i quali sono in numero di n essenziali, e 
quindi il gruppo delle trasformazioni (3) sarà sem- 
plicemente transitivo; inoltre è evidente che fra 
le trasformazioni (3) deve essere compresa la iden- 
tica, perchè per questa le Y' risultano senz'altro 
le y, quindi possiamo dire che esisteranno n tras- 
formazioni infinitesime Xi.. .Xn le quali gene- 
reranno il gruppo (3) che è, come il dato, sempli- 
cemente transitivo, e queste, a causa di un teo- 
rema del Cap. II, § 8, dovranno tutte soddisfare 
alle relazioni: 

{YiXj) = (f,y=l,...n). (4) 

Pascal. 19 
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Abbiamo dunque-: 

Dato un gruppo semplicemente transitivo ad n 
parametri essenziali, ne resta determinato un'altro 
anche semplicemente transitivo e ad n parametri^ 
le cui trasformazioni infinitesime sono permuta- 
bili con tutte quelle del dato* Questo gruppo Io 
chiameremo reciproco del dato ; ed è evidente in- 
fatti che la relazione fra i due gruppi è reciproca. 

Tenendo presente la definizione, data nel Gap. Il, 
§ 8, di trasformazioni infinitesime eccezionali di 
un gruppo, ne viene poi evidentemente : 

Le trasformazioni infinitesime comuni di due 
gruppi reciproci semplicemente transitivi, sono tras- 
formazioni infinitesime eccezionali dei due gruppi. 

E utile osservare che se n = l, i due gruppi 
reciproci risultano identici. 



CAPITOLO V. 
Teoria invariantiva dei gruppi ampliati. 



§ 1. InvabiantivitI, dispetto ad un gbuppo di 
tbasfobmazioni, delle equazioni e delle 
espbessioni pfaffianb. 

Consideriamo una forma differenziale di primo 
ordine e di primo grado nelle Variabili X^, ,.Xn ^ 
cioè una espressione del tipo : 

tVsdxs, (1) 

• 

dove Z7i . . . Un sieno funzioni delle x. Eguagliando 
questa forma a zero, si ha una cosidetta equazione 
ai differenziali totali di primo ordine e di primo 
grado^ e una importante parte àoiV Analisi mate- 
matica tratta della teoria di tali equazioni, all'in- 
tento di cercarne la cosidetta integrazione^ di cer- 
care cioè quella o quelle relazioni finite fra le x 
e fra costanti, donde possa dedursi la data rela- 
zione differenziale. E poiché Pfafe trovò per il 
primo (nel 1815) un risultato importante relativo 
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m 

tali equazioni, cosi queste sogliono anche chiamarsi 
equazioni pfaffiane^ mentre alle espressioni (1) si 
suol dare il nome di espressioni pfaffiane. 

La teoria invariantiva di tali equazioni o dei 
sistemi di esse, la si può fare senza alcuna diffi- 
coltà, applicando i risultati ottenuti nel Cap. II, 
solo che naturalmente invece di considerare il 
semplice gruppo nelle o^i . . . a?» , bisognerà consi- 
derare l'ampliato, giacche nelle equazioni pfaffiane, 
oltre che le a?, figurano anche i differenziali delle x^ 
il che porta che yì si possano far figurare, se si 
vuole, le derivate delle oo^. ,,xn ^ rispetto alla 
orn-\-ì , cioè le Pi,, .pn (v. Cap. IV, § 5), ciò che si 
otterrebbe immediatamente dividendo tutta l'equa- 
zione pfaffiana per dXni-ì. 

Possiamo dunque ridurre il problema della in- 
variantività, rispetto ad un gruppo, dell'equazione 
pfaffiana, a quello della invariantività, rispetto al 
primo gruppo ampliato del medesimo, dell'equa- 
zione : 

J,UsPs~0. (2) 

8ZZÌ 

Secondo i risultati del Cap. II, § 2, la condi- 
zione perchè la equazione (2) resti invariata per 
tutte le trasformazioni di un gruppo ampliato, un 
gruppo cioè di cui una trasformazione infiaitesìmale 
generica è data da (v. Cap. IV, § 5) : 

Xj + ny , (3) 

è che la espressione : 



n 



iXj + Uj) 1 VsPs, (4) 



8=1 



ii annuUi come conseguenza della equazione (2) 
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Ora calcolando (4), e osservando che le U non 
contengono le p^ e tenendo presente il valore della 
Tìj , si trova : 

1 Xj C7, . p, + 2 V,.njp» = 

8=1 S=l 

H n 

=^^ Xj Vs . Pb + ^ Us . -^js = 

g=i 8=1 

= 2 X' Us. ps + Z VsJ, w— Vi 1 

donde si vede che la (4) è una funzione lineare 
omogenea nelle Pi • . • p» ; se quindi il suo annul- 
larsi deve essere conseguenza della relazione fra 
X B p data dalla (2), bisogna e basta che la (4) 
sia eguale al prodotto di una funzione p delle 
sole 00^ per il primo membro di (2) : questo risul- 
tato lo possiamo riferire ora, anziché alla equa- 
zione (2), alla equazione pfaffiana corrispondente 

n 

2 ?7« d ^« = 0, e basterà perciò moltiplicare tutte 

8=1 

le p per d ^n^\ , cioè sostituire alle p i differen- 
ziali delle X. Così facendo il calcolo della (4), si ha : 

8=1 8=1 

Abbiamo dunque che: Condizione necessaria e suf- 
fidente perchè l'equazione pfaffiana 2 Us dX8=^0 

8=1 

resti invariata per le trasformazioni di un grup 
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pò nelle a?i . . . a?n , è che sia: 

2 {^j Ub). dx,+ 2 UsdiXjXs) 

- (5) 

= Pi {^) -2 UsdoTs 

8=1 



Un analogo risaltato può ottenersi se in luogo 
di una sola equazione pfafBana, si consideri un si- 
stema di m di esse : 

i Uk8dXs=0 {k = l...m). (6) 

Con considerazioni analoghe a quelle fatte di 
sopra si ha che le condizioni necessarie e suffi- 
cienti perchè il sistema (6) sia invariante rispetto 
al gruppo di cui le trasformazioni infinitesime 
sieno le Xj , sono espresse dalla sussistenza delle 
rm equazioni: 

n n 

2 Xj Uk8 . d a?« + 2 ^^« d {Xj Xs) = 

= l9ka(X) I Va8dXs li^}"'']. 

a= 1 ^ 8=1 \A; = 1 . . . m) 

Quando queste relazioni sono yerificate, noi di- 
remo al solito che il sistema dato di equazioni 
pfaf&ane ammette la trasformazione infinitesi- 
ma Xj . Ed è facile far^yedere che se un sistema 
ammette due trasformazioni infinitesime Xj , X», 
ammetterà anche la trasformazione infinitesima 
'XjXi). 
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La dimostrazione di questo teorema si fa ricor- 
dando (v. Gap. II, § 2), che un teorema simile sus- 
siste infatti per i sistemi invarianti di equazioni 
finite; ora dalle cose dette di sopra risulta che lo 
studio deirinvariantività dei sistemi di equazioni 
pfafBane rispetto al gruppo delle Xj coincide con 
quello dei sistemi di equazioni del tipo (2) rispetto 
al gruppo ampliato, e il passaggio dalFuna ricerca 
all'altra si fa semplicemente sostituendo dapper- 
tutto alle Pi, , .pn i differenziali dxi, . .d a'n ; e 
quando il sistema di equazioni pfafBane ammette, 
nel senso anzidetto, la trasformazione infinitesi- 
ma Xt\ il corrispondente sistema di equazioni (2) 
ammette (nel senso ordinario del § 2 del Gap. II), 
la trasformazione ampliata della Xj , cioè la (3), 
e viceversa. 

Laonde poiché il sistema di equazioni come (2) 
ammette, per il teorema surriferito, la trasforma- 
zione infinitesima {Xj + % , Xi + n,), il sistema 
di equazioni pfafBane ammetterà quella di cui que- 
st' ultima è l'ampliata; ma sappiamo (v. Gap. IV, 
§ 5) che questa è l'ampliata di {Xj Xi), dunque è 
dimostrato l'assunto.. 



Se invece di considerare un sistema di equazioni 
pfafBane, vogliamo considerare semplicemente un 
sistema di forme ai differenziali totali di primo 
ordine e di primo grado, cioè di cosidette espres- 
sioni pf afflane, allora possiamo ripetere le stesse 
considerazioni fatte di sopra, ma applicando an* 
zichè i risultati del Gap. II, § 2, quelli del Gap. IL 
§ 1, e si otterrebbe similmente il risultato che: 
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Condizione necessaria e sufficiente perchè ciascuna 
espressione pfaffiana: 

n 

2 UsdXs ^ 

resti invariata per tutte le trasformazioni del 
gruppo generato dalle Jfy, è che si abbia identica- 
mente: 

i Xj Us . dxs + t Us. d{Xj xs) = 0. (8) 
«=i af=i 



§ 2. Invaeiante simultaneo di una espbes- 
sione pfafeiana e di una tbasfobmazione 
infinitesima. 

Sia data una espressione pfaffiana 77 come la (1) 
del § prec, e una trasformazione infinitesima X 
ì cui coefficienti sieno al solito le l. Mediante una 
qualunque trasformazione : 

X'i = fi (X) , 

sia la U che la X si possono ridurre a contenere 
le variabili x\ e sieno rispettivamente U's , e Vs 
ì coefficienti delle lì e X trasformate. Si avrà : 

TP —XTT ^^^ 

U 8 = X Uh ^—r 

(1) 
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Formiamo il sommatorio del prodotto U^ Ve : 

»• n n n 7^ Xh 7^ X' a 

<=i «=i h=i ft=i d ^ < d ^/fc 



ed osserviamo che: 

= 0, se A è diverso da A, 

per modo che la precedente formola diventa sem- 
plicemente : 

8=i /l=l 

la quale dimostra che la espressione: 

A-l Uhlh, (2) 

k=l 

res^a invariata per ogni trasformazione di va- 
riabili. 

Si ha così un invariante simultaneo della espres' 
sione pfaffiana e della trasformazione infinitesima. 



È importante mostrare come il medesimo inva- 
riante A compare nella formola che dà il risultato 
della operazione A' sul primo membro della espres- 
sione pfaffiana, formola della quale abbiamo trat- 
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tato nel § prec. Abbiamo infatti ivi trovato che : 
X. U^txUa.dXs + 2UsdiXx8). (3) 

s=l «=1 

Ora il secondo membro di (3) può scriversi : 
= 2 XUs.dXs + tu8.dls = 

= 1 llH-^.dXs + 2 Usi 4^dCCH, 

e aggiungendo e togliendo il termine: 

n n S Vh 

possiamo scrivere (scambiando s con A in questo 
termine, quando lo prendiamo col segno positivo) : 

+ td (Usisi 

8=1 

cioè, ponendo come si usa di solito in tale teoria: 

dUs dUh 



d Xh d ^8 
abbiamo infine : 



= (8. h), (4) 



XU=t fi ?A . (s, /i)l d a? 
4=1 Ia=i J 



s + d\. (5) 
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Servendoci di questa formoja possiamo dare un'al- 
tra forma al teorema, sviluppato nel § prec, e che 
dà la condizione necessaria e sufficiente perchè la 
equazione pfaffiana C7 = sia invariante per le 
trasformazioni del gruppo X Eguagliando il se- 
condo memhro di (5) a: 

si ottiene che perchè U^=0 sia invariante per il 
gruppo generato da JT, è necessario e basta che si 
verifichi la relazione: . 

S 2 lh.{s,h)ds + d\ = ?U. (6) 

Se invece di una sola equazione pfaffiana, ne ab- 
biamo, come nel § prec, un sistema, e se in que- 
sta formola poniamo al secondo membro una com- 
binazione lineare dei primi membri di esse, otte- 
niamo le formolo che devono sussistere perchè il 
dato sistema ammetta la trasformazione infinitesi- 
male X (v. formola 7, § prec). 

L'invariante di cui tratto in questo § è stato 
da me esteso al caso di una espressione ai diffe- 
renziali totali di 2.^ ordine, e indi al caso più ge- 
nerale di un ordine qualunque (vedi le mie Me- 
morie : Introduzione alla teoria invariantiva delle 
equazioni ai differenziali totali di second' ordine^ 
Ann. di mat., (3), t. 7, § 3 ; Sw di un invariante 
simultaneo di una espressióne ai differenziali to- 
tali di ordine qualunque e di un'altra alle deri- 
vate parziali^ Rend. Ist. Lomb. (2), t. 35, 1902.) 

Per la estensione poi della formola (5) al caso 
del 2.® ordine, vedi le altre mie recenti Note: 
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Sulla teoria invariantiva delle espressioni ai dif- 
ferenziali totali di 2.^ ordine e su di una esten- 
sione dei simboli di Christoffel^ Rend. Acc. Lin- 
cei, (5), t. XI, 2.® seni. 1902; Trasformazioniin- 
finitesime e forme ai differenziali di 2.* ordine, 
ibid. 



§ 3. Sistema AaGiùNTo di un dato sistema di 

EQUAZIONI PFAFFIANE. SlSTEMI COMPLETA- 
MENTE INTEOBABILI. 



Abbiamo già accennato nel Cap. I, § 10, al le- 
game intimo che eòiste fra i sistemi di equazioni 
a derivate parziali, lineari omogenee di primo or- 
dine, e i sistemi di equazioni lineari ai differen- 
ziali totali di primo ordine (equazioni pfafBane); 
ora Togliamo entrare in maggiori particolari. 

Sia dato il sistema di m < ^ equazioni pfafBane : 



n 



2 UksdOTs =0 

s=i 



(A: = 1 . . . w), {m < n). (1) 



e supponiamo che queste sieno linearmente indi- 
pendenti, cioè che non sia zero la matrice dei coef- 
ficienti U: 



i/jl . . . • Uln 



Vml 



. u, 



tnn 



(m < «). (2) 



Esisteranno allora dei sistemi (precisamente in 
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numero di n — w fra loro indipendenti) di n quan- 



tità: 



"•n 



lln 



tali che sussistano identicamente le equazioni: 

?M=o p=; ""]. (3) 

\t == 1 . . . w — m/ 






In effetti considerando in queste equazioni lineari 
omogenee, come incognite le ?, e facendo variare 
k si ha un sistema di m equazioni fra n incognite, 
e di cui la matrice dei coejBScienti, che è la (2), 
è diversa da zero, ha cioè per caratteristica m ; vi 
saranno allora esattamente n — m sistemi indi- 
pendenti di soluzioni, di cui perciò la matrice è 
anch'essa diversa da zero. Abbiamo così che an- 
che la matrice: 



? 



Il 



lln 



>;i— »», 1 



^n m,n ) 



(4) 



è diversa da zero. 

Formiamo ora il sistema di equazioni a derivate 
parziali lineari omogenee di primo ordine, di cui 
1 coefficienti sieno le \ : 

XFs y 5,., ÌZ = o, (i = l,...n-m). (5) 
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Questo sistema, risultante di n — m equazioni, si 
chiama il sistema aggiunto del sistema {!); consi- 
derando delle (5) solo i primi membri si otter- 
rebbe invece ciò che può dirsi un sistema di tras- 
formazioni infinitesime aggiunto al sistema (1). 

La relazione fra i due sistemi (1) e (5) è del 
tutto reciproca, giacche, date viceversa le (5) as- 
solutamente indipendenti (v. Cap. I, § 8), cioè in 
modo che la matrice (4) sia diversa da zero, si 
possono trovare similmente m sistemi indipendenti 
di quantità U soddisfacenti le (3), e quindi si pos- 
sono costruire le (1) ; diremo perciò anche che (1) 
è sistema aggiunto di (5). 

È utile osservare che i due sistemi (I) e (5) 
possono rappresentarsi sotto una forma, in un certo 
senso, più concisa e simmetrica; in luogo del si- 
stema (1) può infatti scriversi: 



dXi 



. d(X/n 



5ii 



^In 



^n^M,l 



»iw— m,n 



= 0, 



(6) 



intendendo con questa notazione phe si pongano 
egaali a zero tutti gli m determinanti indipen- 
denti di ordine n — m + 1 ricavati da questa ma- 
trice; e similmente in luogo del sistema (5) può 
scriversi : 



dF 
Un 



dF 

Ihn 



= 0. 



(7) 



U, 



mi 



• Um,n 
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I > Il I 

Giacche è facile far vedere che come conseguenza 
delle (1), fra gli elementi di ciascuna linea della 
matrice (6), sussiste sempre la medesima relazione 
lineare omogenea; moltiplichiamo la prima co- 
lonna di (6) per C/jti, la seconda per ?7a2... la 
n^<* ma per J7a», sommiamo e otteniamo infatti 
zero su ciascuna linea, in forza delle (1) e (3). 
Similmente si dimostrerebbe per la matrice (7). 

Nel caso di una sola equazione pfaffiana, il si- 
stema aggiunto •contiene n — 1 equazioni. 

Quando il sistema aggiunto (5) è un sistema 
completo (v. Gap. I, § 9), allora diremo che il si- 
stema di equazioni pfaffiane è completamente in- 
tegrahile. 

Considerando i primi membri delle (5) come i 
simboli di altrettante trasformazioni infinitesime; 
dato un qualunque punto P dello spazio a?i . . . Xn, 
a ciascuna di tali trasformazioni infinitesime, sarà 
coordinata una direzione uscente da P (v. Gap. II, 
§ 5); e si avranno così n — m direzioni indipen- 
denti uscenti da P, le quali, appunto perchè indipen- 
denti, non giaceranno in una varietà lineare di di- 
mensione inferiore ad n — w, ma la varietà di di- 
mensione minima in cui esse giaceranno, sarà quella 
di dimensione n — m. 

Quali saranno le equazioni di tale varietà li- 
neare? Poiché i coseni degli angoli che ciascuna 
delle n — m direzioni forma con gli assi coordinati 
(rettangolari) sono proporzionali a ?«i, 5«2, . . . ?/«, 
così evidentemente se formiamo una matrice come 
la (6), dove però in luogo degli elementi della 
prima linea poniamo gli altri : 

Yi — Xi F» — a?» , 
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dove Xi» . .Xn sono le coordinate del punto P, e 
Fi . . . Fn sono le coordinate correnti della yarietà, 
e la eguagliamo a zero, otteniamo le richieste 
equazioni della yarietà lineare ; si ha così : 

Fi — Xi Yn — Xn 



>11 'in 



5«— »l,l .... ?« »!,» 



= 0; (8) 



ma perchè il sistema delle (6) è, come abbiamo 
detto, equiyalente a quello delle (1), ne yiene che 
le m equazioni della yarietà lineare ad n — m di- 
mensioni costituita dalle n — m direzioni indipen- 
denti coordinate alle n — m tra&formazioni infini- 
tesime Xi , sono date da : 

i Vh8{Ya'-X8) = 0, (4-1...MJ) (9) 

equazioni che, come si yede, hanno nella loro for- 
mazione il piti intimo rapporto col sistema (1) delle 
equazioni pfaffiane. 

Supponiamo che il sistema (5) sia compilo; esso 
ammetterà allora m integrali: 

?1 — Ci = 0, «Pm — Cm = , (IO) 

e le equazioni 10), appunto perchè i loro primi 
membri soddisfanno alle (5), formano un sistema 
di equazioni che ammette le trasformazioni infini- 
tesime Xi^ e, per un teorema del Cap. II, § 5, 
la yarietà ad m dimensioni da esse rappresentate, 
ha per yarietà lineare tangente quella delle n — m 
direzioni coordinate alle Xi . . . Xn-m^ cioè quella 
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appanto di cui le equazioni sono le (9). Ora se 
Ti . . . Zn sono le coordinate di un punto della 
detta yarietà lineare tangente, i binomi : 

1^1 — X\^ Yn — a?» , 

dove X\. . .Xn sono le coordinate del punto P di 
contatto, sono proporzionali ai valori dei differen'' 
ziali dxi.. .dxn ^ quando questi si sottopongano 
alla condizione che il punto x\.*.Xn debba restare 
sempre sulla yarietà (10), cioè che sia: 

d?i==0, d(p^ = 0. (11) 

Quindi è evidente che le (9) sono soddisfatte se in 
esse, in luogo dei binomi Ys -^ ^», pongo i diflfe* 
renziali dx^ sottoposti alle condizioni (11); in 
altri termini, poiché con tali cangiamenti le (9) 
diventano le (1), possiamo dire che le (1) sono 
soddisfatte dalle equazioni (10, cioè il sistema 
delle m equazioni pfaiBane (1), è soddisfatto dagli 
m integrali (10), con m costanti arbitrarie. 

Abbiamo dunque : 

Quando il sistema aggiunto di un sistema pfaf" 
fiano, è completo^ cioè quando il sistema pf afflano 
è, giusta la definizione data, completamente inte* 
grabile^ allora questo è integrabile con tante egìm- 
zioni e tante costanti arbitrarie^ per quanto è il 
numero delle sue equazioni. 

Yiceversa potrebbe assumersi questa proprietà 
come fondamento per la definizione di un sistema 
pfaffiano completamente integrabile. 

Un sistema di n — 1 equazioni pf afflane indi* 
pendenti fra n variàbili^ è sempre completamente 
integrabile. 

Pasca u 20 
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Consideriamo l'invariante Bimultaneo A (v. § prec.) 
di una espressióne pfafBana data dal primo mem- 
bro dì una delle (1), e di una delle trasforma- 
zioni infinitesimali Xi del sistema aggiunto; tale 
invariante è dato evidentemente dal primo mem- 
bro di (3) e quindi è sempre zero. Viceversa data 
una espressione pfafBana C7, e una trasformazione 
infinitesima X, se l'invariante A è zero identica- 
mente, i coeflicienti 5 della trasformazione infini- 
tesima soddisferanno alla relazione: 

e quindi la X apparterrà al sistema aggiunto alla 
t/'=0; dunque: 

Condizione necessaria e sufficiente ^perchè una 
trasformazione infinitesima appartenga al sistema 
aggiunto di un dato sistema di equazioni pf afflane^ 
è che sieno zero tutti gli invarianti simultanei dei 
primi membri di queste e della trasformazione in- 
finitesima data. 

Da ciò che qui si è detto, risulta poi anche che 
i due sistemi^ Vaggiunto e il dato^ sono fra loro 
connessi invariantivamente. 

Vogliamo stabilire che forma acquista il sistema 
aggiunto di un dato sistema di equazioni pfaflSane, 
quando questo lo si intenda messo sotto una forma 
speciale la quale del resto non è sostanzialmente 
diversa dalla forma delle (1), ma si ottiene ri- 
solvendo queste rispetto ai difiPerenziali di m va- 
riabili. 

Risolviamo le (1) rispetto alle : 

d ^it-m+l dodn^ 
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e si ha allora il sistema, equivalente nataralmente 
al sistema (1) stesso: 

n—m 

dxn-m-^-k— 2 VksdXs^O (/c = 1 . . . tn) . (12) 

8=1 

Cerchiamo le ; relative a tale sistema; codrì- 
dorando per un momento il sistema (12) formal- 
mente come un caso particolare del sistema (1), 
si ha che i coefficienti generali Uks sono diventati : 

— Vjk« se s = 1 n — m, 

1 me 8=n — m -h k, 

se5 = n— m + 'f, dove t è diverso da k. 

Le relazioni (3) diventano allora: 

w— m 
h=:ì 

dalle quali dobbiamo trovare gli n — m sistemi 
indipendenti delle S, ognuno dei quali è contras- 
segnato dair indice i. Dobbiamo perciò risolvere 
il sistema di equazioni: 

n—m 
- 2 FitA?/t + ?«-m+*=0, (13) 

;i=i 

considerando come incognite le i, di cui il numero 
è maggiore di quello delle equazioni stesse. Pos- 
siamo disporre arbitrariamente delle prime n — wi 
di esse, e ricavarne i valori delle altre; porremo 
allora una prima volta: 

;i = 1, ?2 = ìn-m = 0, 
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ed otterremo: 

si ha così un primo sistema di l che contrasse- 
gneremo con r indice i = l, come primo indice 
delle S stesse, cioè porremo: 

Poniamo poi ancora nelle (13): 
ed otterremo: 

^n-m+h "= Fjfc2, 

e quindi il secondo sistema: 

e COSÌ di seguito, otteniamo in generale: 

5i« = per 8^n — f», ma diverso da i, 
?« = 1, 

colle quali apposizioni il sistema aggiunto (5) di- 
Tenta: 

dF ♦» SF ) 

XiFmf^+ 2 Vki ^ ^ =0, .-.. 

3a?< i=i 8a?fi-m+Jb ? (14; 

(i = 1 n — w). ; 

Si ha dunque il risultato rimarchevole che 

quando il sistema di equazioni pfaffiane è riso- 

Ulto rispetto ai d a^n-m+i, . . . e2 a?n , il sistema ap- 

dF dF 
giunto è risoluto rispetto alle - — , . . . ir . 
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E da notarsi qui una proprietà caratteristica 
del sistema (14), proprietà però che è relativa 
solo alia forma sotto cui si presenta quel sistema, 
ed è che se esso rappresenta un sistema completo 
(v. Gap. I, § 10), allora le parentesi (Xi Xj ), a»- 
zichè essere^ come in generale^ combinazioni li- 
neari delle X stesse^ sono zero; giacche effettuando 
l'indicata parentesi, è facile vedere che i coeffi- 
cienti delle derivate: 

LE ^ ^^ ^ (15) 

risultano tutti zero, e quindi non si hanno che 
termini contenenti le: 

dF 

■ • 

perciò, se il risultato deve essere uua combina- 
zione lineare d^i primi membri delle (14), (in cia- 
scuna delle quali appare sempre una e una sola 
delle derivate (15), e per dippiù quella fra le (15) 
che è contenuta iu uua equazione, non appare pjù 
in nessun' altra), esso non può essere che zero. 
Un sistema completo messo sotto la forma (14) 
lo chiameremo un sistema Jacobiano speciale^ ri- 
serbaado il nome di sistema Jacobiano generale a 
quello godente della proprietà che le parentesi 
(Xi Xj ) sieno zero, senza che le Xi sieno sotto 
la forma speciale (14). 



Vogliamo ora dimostrare il seguente importante 
teorema, che mostra il legame intimo che c'è fra 
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la completa integrabilità del sistema di equazioni 
pfaffiane, e le trasformazioni infinitesime ammesse 
dal sistema stesso : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè un 
sistema di equazioni pfaffiane^ sia completamente 
integrabile^ è che esso ammetta tutte le trasforma- 
zioni infinitesime rappresentate dal proprio si- 
stema aggiunto. 

Per dimostrare con facilità questo teorema con- 
sidereremo il sistema pfaffiano dato messo sotto 
la forma (12), per modo che il sistema aggiunto 
lo si potrà considerare sotto la foi*ma (14). 

Quando il sistema (14) è completo, (fovranno 
essere soddisfatte identicamente le condizioni: 

Xi Vks-Xs Faì = 0, (f,s = l,...,n-m) (16) 

e d'altra parte queste condizioni sono anche suf- 
ficienti perchè il sistema (14) sia completo. 

Adoperando ora la formola (6) del § 2, cer- 
chiamo le condizioni perchè ciascuna equazione 
del sistema (12) p. es. la i»"*, ammetta una tras- 
formazione infinitesima del tipo rappresentato 
dal primo membro della (14). Osservando che in 
tal caso nella citata formola (6) bisogna porre: 

A = 0, 5i = 0,...$,-i=-0, « = 1, 

ii+l = 0, . . . in-m = 0, \n-m-{-h = Vhi 

(A = l,2, ...,m), 
si ha: 

n r m 1 > 

1 (s, i) + S Vki (s, n-m^ h)\dx,, ( 

(e = 1,. . .,n- iw) i 
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come risultato della liberazione Xi sul primo mem- 
bro di una delle (12); iu questa formola resta poi 
ancora a calcolare per il ijiostro caso le espressioni 
(», i) e (s, n — m f A) i ©ni valori generali sono 
dati dalla formola (4) del § preo. 
I coef&cienti delta (12) sono rispettivamente: 

Pi » - VkU Un-^m " — Vk,n-m , 

Vn-m+ì =0, T7^-m+k-l = 0, 

Un^m+k = l, Vn^nt-\-kH = 0, , , . , . . [/^ =^ ; 

si ha perciò: 

(*, /) = — -—— + — — per s=l,2,...,w - m, 

Xi Xa 

(«) «) = -^ per s = n — m + 1, . . . , M, 

/ . i.\ d Vk8 ■ . 

(«, n — m + /i) = — pers = l,...,n — w, 

(5, w — m + A) = 0, per 8 = n — m 4- 1, . . . , n. 
La espressione (17) diventa perciò: 

che possiamo scrivere identicamente: 
? d Vki 



*=1 3ii?fi-m+* 



Ifi— w 1 






- F/t,- 



3 F;i, 

d Xn-m+h 



\\dx8 . 
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La espressione contenuta dentro la seconda pa- 
rentesi quadrata non è altro che il primo membro 
della (16), quindi si yede che se le (16) sono iden- 
ticamente soddisfatte, la espressione (18) si riduce 
ad una combinazione lineare dei primi membri 
delle (12), il che Tiene a dire appunto, in forza di 
quanto si è detto nel § prec, che le (12) ammet- 
tono le trasformazioni infinitesime del sistema 
aggiunto (14); d'altra parte se la (18) è identica- 
mente eguale ad una combinazione lineare dei 
primi membri delle (12): 

m r n—m "j 

' = S "(h\dXn^m-{-h-— 2 Vhs d Xs \ , 

h=l l «=1 J 

paragonando i coefficienti dei differenziali dx^m+h, 
risulta che dovrà essere necessariamente: 



d ^n-m-\-h 



e quindi il secondo sommatorie della formola (18) 
dovrà essere identicamente zero, cioè dovrà essere 
zero indipendentemente dai valori delle d Xs ; per- 
ciò dovranno essere verificate le relazioni (16). 
Con ciò il teorema resta dimostrato. 
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§ 4. Sistemi di equazioni pfaffiane coNaiUNTi 

. INVAEIANTIVAMENTE AL SISTEMA DATO. Bl- 
ELIOGRAFIA SULLA TEOBIA DELLE EQUAZIONI 
PFAPPIANE. 

Abbiamo yisto nel § prec, come dato un si- 
stema di equazioni pfaffiane, se ne deduca il co- 
sìdetto sistema aggiunto (di equazioni a derivate 
parziali), unito invariantivamente al dato; ora To- 
gliamo ricercare altri sistemi godenti di analoga 
proprietà. 

Prima di tutto, considerando come nel § prec, 
i primi membri delle equazioni del sistema ag- 
giunto, come rappresentanti trasformazioni infini- 
tesime Xi , vogliamo esaminare un altro note- 
vole legame che c'è (oltre' quello già studiato nel 
§ prec), tra queste trasformazioni infinitesime e 
le equazioni del sistema dato. 

Essendo zero l'invariante A relativo ad una 
qualunque equazione del sistefna dato, e ad una 
delle trasformazioni infinitesimali Xi , applicando 
la formola (6) del § 2, si vede senz'altro che il 
risultato della operazione Xi sulla k***^ equazione 
pfafiiana del sistema (1), è dato dalla formola: 

8=1 ufiì \ dxh dxi ì 

donde appare che se in luogo di operare la Xi , 
opet*o la medesima^ ma moltiplicata per un fattore 
<T funzione delle x^ il risultato sarà lo stesso di 
prima, ma moltiplicato per lo stesso fattore e, e 
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quindi: se il sistema di equazioni pf afflane am- 
mette la Xi , ammetterà anche la » Xi . 

Di qui risulta ancora che se il dato sistema am- 
mette un certo numero delle X, appartenenti al 
sistema aggiunto» ammetterà anche una qualunque 
combinazione lineare a coefficienti variabili delle 
medesime. 

Ciò posto consideriamo il sistema di trasforma- 
zioni infinitesime: 

7,1X1+ + X»-w Xn-m , (l) 

in cui le X siano quelle date dalla formola (5) 
del § precedente, e le 7. sieno delle funzioni arbi- 
trarie delle X] questo sistema di trasformazioni 
infinitesime è congiunto iuvariantivamente col 
sistema dato delle equazioni pfaffiane, essendo 
evidente che Tinvariante A relativo ad una delle 
(1) e ad una delle equazioni pfaffiane date è sem- 
pre zero. 

Se noi perciò operiamo una qualunque delle (1) 
sui primi membri di ciascuna delle equazioni 
pfaffiane, otterremo altre forme pfaffiane le quali 
saranno in generale diverse dalle date, ma sa- 
ranno con queste iuvariantivamente connesse. Solo 
nel caso in cui il sistema dato fosse completamente 
integrabile, il nuovo sistema così ottenuto sarebbe 
identico colPantico, e ciò in forza di un teorema 
del § precedente. 

Esaminiamo allora come è formato questo si- 
stèma. 

Per semplicità assumiamo sia il sistema dato 
che l'aggiunto sotto le forme ridotte (12) e (14) 
del § precedente, cioè poniamo il sistema dato 
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sotto la forma: 

Sx^d Xn^m-k-h — S VKsdXs-Q(k = 1,..., m), (2) 

8 = 1 

e il sistema aggiunto sotto la forma: 

dXi h^i dXn^m^k \ (3) 

U' = 1, . . . , w — m). j 

Il risultato della operazione Xi sul primo mem- 
bro della (2), lo abbiamo già calcolato nel § prec, 
(v. formola (18)); esso è: 

»» ^ Viti *»—''* 

S ^^ A;,+ 2 [X-F)u-X.F;i,]dir,, (4) 

e quindi moltiplicando questo risultato per yj 
e sommando rispetto ad i da 1 ad n — w, otter- 
remo il risultato dell' operazione (1) su ^k . Ma 
poiché le /. sono funzioni arbitrarie, cosi il sistema 
di tutte le equazioni che si ottengono eguagliando 
a zero tali risultati, sarà equivalente al sistema 
delle equazioni ottenute eguagliando a zero le (4). 
Aggregando poi a questo sistema quello delle: 

i primi termini delle (4) spariscono e restano le 
equazioni : 

^Ar» = 2 [X* Vk8 — Xs Vki] dXg=0^ 

«=l 

(5) 



(4= 1, ... , Wl \ 
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che possono soriyersi anche: 

Ah- 2 {XiX8)(Vn^m+k.da!é^0. (6) 

Abbiamo perciò il risultato: 

// sistema delle equazioni pf afflane: 

A* = 0, Ah-0, (7) 

è congiunto invariantivamente col sistema dato: 

Dimostriamo ora che il sistema (7) è sempre 
un sistema completamente integrabile. 

Naturalmente il sistema (7) non sarà formato 
in generale di equazioni tutte indipendenti, giac- 
ché il numero delle variabili a? essendo n, non 
possono darsi più di n — 1 equazioni pfafBane in- 
dipendenti e compatibili; quando parliamo del si- 
stema (7) intendiamo perciò sempre parlare del 
sistema di quelle fra le (7) che, essendo nel mas- 
simo numero possibile, sono fra loro indipendenti. 

Ricerchiamo prima di tutto il sistema aggiunto 
del sistema (7), o, ciò che è Io stesso, le trasfor- 
mazioni infinitesime rappresentate da tal sistema 
aggiunto. 

Una qualunque di queste sarà rappresentata da: 
ovvero : 

^1 ^' à^ + .2, 5-m+fc ^J , (8) 
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doye le l soddisfanno al solito alle condizioni (3) 
del § precedente, quando naturalmente in luogo 
delle U si pongano i valori dei rispettivi coeffi- 
cienti del sistema (7). 
Ora tali coefficienti sono i seguenti: 



per A» : 


per Aaì: 


-Vki , 


{Xi Xi) CCn-mj-h 


.• • • 


• • • 

(Xi Xn—m ) OBn-m+h 


( ^ 





»— 1 ) 


• 


l 


• 




1 














quindi i coefficienti ì soddisfano alle relazioni: 

— "?'Ftol+?»-m+*=0 {k = l...m) (9) 



(10) 



i=i \»= 1 ... n — iw); 

È facile allora vedere, tenendo presenti i valori 
delle X (v. formolo (3)), che la trasformazione in- 
finitesima (8) può scriversi semplicemente: 

2 l- Xj ; (li) 
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infatti, moltiplicando le (3) (in cui si sia mutato i 
in y), per v e sommando rispetto a j\ si ha : 

d_ 



n-m n—m p m fn-m \ ^ 



e per effetto della formola (9), il coefficiente della 
seconda parte si riduce semplicemente a In-m+h^ 
e quindi tutta l'espressione si riduce esattamente 
alla (8). 

Applichiamo ora la trasformazione infinitesima 
^l) si mauk 4* qualunque ; abbiamo : 

y=i 

che può scriversi, per effetto della formola (4): 

m n—m p "F^ . 

n—m n^M 

+ 11^ [Xj Vks - X» Ffo] d a-, , 

ma la seconda parte, adoperando la stessa rida* 
zione che dalla formola (5) ci ha condotto alla 
formola (6), può scriversi anche: 

ft— m n—m 
2 2 5;* {Xj Xs ) Xn-m+k .dXs^ 

e questa espressione à zero in forza della rela- 
zione (10) cui soddisfano le S; onde si vede ohe 
la trasformazione infinitesima (11) applicata su 
una ÀA;, dà per risultato una relazione lineare 
delle ^jt medesime, e perciò queste ammettono 

itte le trasformazioni infinitesime del sistema 

^giunto al sistema (7). 
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lè inoltre il sistema (7) è congiunto inva- 
riantettMIle col sistema dato (2), ne Tiene che le 
medesime UliUfei mazioni infinitesime saranno am- 
messe da tutto il ìAtema (7), cioè questo ammette 
tutte le trasformazione ìlÉkùtesime rappresentate 
dal proprio sistema aggiunto. IftiWjui del teorema 
del § precedente, si ha perciò che HiMÉeina (7) 
è un sistema completamente integrabile. I^^AÌMM» 
dunque infine il seguente risultato: 

Dato un sistema qualunque (2) di equazioni 
pfaffiane^ operando su esso le trasformazioni in- 
finitcsime del proprio sistema aggiunto^ ed aggre- 
gando al sistema così ottenuto il sistema dato^ si 
ha un altro sistema di equazioni pfaffiane (dato 
dalle (7)) congiunto invariantivamente al dato; 
le trasformazioni infinitesime rappresentate dal 
sistema aggiunto di questo ultimo^ sono trasfor- 
mazioni ammesse dal sistema primitivo dato, ed 
infine il nuovo sistema ottenuto nel modo indicato 
è un sistema completamente integrabile. Di qui ne 
viene anche che riapplicando al sistema (2) o (7) 
le trasformazioni infinitesime rappresentate dal 
sistema aggiunto di (7), cioè ripetendo un' opera- 
zione analoga a quella fatta in principio di que- 
sto §, non si verrebbero ad ottenere dei nuovi si- 
stemi di equazioni pfaffiane. 



Esaminiamo ora per poco il caso particolare in 
cui m sia eguale ad 1, cioè in cui sia data una 
sola equazione pfaffiana: 

i Usdxs^O. 

«si 
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Per uniformarsi alle notazioni adoperate di so- 
pra, immaginiamola risolata rispetto a, dXn^ (sap- 
ponendo naturalmente che Un sia diverso da 
zero), e scriviamo perciò: 

A = da?n- 2^ rada?s = 0, Vs = -^ (12) 

«=1 Un 

Le trasformazioni infinitesime Xi del sistema 
aggiunto, saranno: 

^'^^Hr + ^'i^^ (i=l,...,n--l).(l3) 

Le equazioni (6) cioè le ^hi=^Q del § prec, 
diventano allora: 

n-l 
^ (XiXs)Xn.dX8=0, 

e con facili calcoli, e adoperando anche il sim- 
bolo introdotto colla formola (4) del § 2, si ha il 
sistema di equazioni: 



A»" V[(s,i) Un + (t,w) Us + (n,s) f7,]da:,-o) 

(i=l,...,n - 1), / 



che insieme alla equazione (12) rappresenta un 
sistema, per le cose anzidette, completamente in- 
tegrabile, e congiunto invariantivamente all'equa- 
zione (12); il sistema aggiunto del sistema for" 
mate da (12) e (14) sarà perciò un sistema com- 
pleto congiunto invariantivamente al dato^ che 
chiameremo sistema V, 
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Questo sistema completo V sarà formato dalle 
equazioni : 

2r.|f = 0, (F) (15) 

S=l ^8 

dove le V rappresentano tutti i possibili sistemi 
indipendenti di soluzioni delle equazioni: 

'l [(s, i) Un + (i, n) Us + (n, s) Ui ]Vs=0 ì 
8=1 > (Ib) 

(i = 1, 2, . . . w — 1) ) 
1 U8V8=0, (17) 

8Z=1 

I coefficienti delle equazioni (16) sono espres- 
sioni che mutano di segrfb con lo scambio dei due 
indici 8, f ; li possiamo, per un momento, rappre- 
sentare col simbolo: 

[s, il 
che soddisferà alla relazione: 

[s i] = — [i s] . 

Perciò la matrice dei coefficienti delle equa- 
zioni (16) è un determinante emisirametrico d'or- 
dine n — 1. Se noi supponiamo n pari^ tal deter- 
minante sarà zero, e quindi le n equazioni (16) 
e (17) si riducono al più ad n — 1, ed il sistema 
V conterrà almeno una equazione. 

Pascal. 21 
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In generale supposto X la caratteristica della 
matrice: 

[2, 1] ...[^-1,1] 

[1, 2] ...[n-1,2] 



(18) 



[l,n— 1], [2,n-l]... 

Vi V2 ... Un-l Un 

il sistema (15) risulterà di n — X equazioni indi- 
pendenti. 

La matrice precedente ha il più intimo rapporto 
coll'altra : 

(21) (n-l,l)(w,l) 

(12) (^i--l,2)(w,2) 



(19) 



(l,n) (2,w) (w~l,w) 

Ui U2 ...... Un^l Un 

la etti caratteristica è^ come si dimostra facil- 
mente, un numero invariante per ogni trasforma- 
zione della forma pfaffiana data; ma noi non pos- 
siamo entrare in questi particolari. 

Prima di terminare vogliamo solo esaminare 
il caso in cui la caratteristica di (19) sia 2. Si 
avrà allora l'annullarsi identico dei determinanti 
di terzo ordine: 

Ui Uj Uh 
(^ J) (e, h) 
{Ih i) (/^ ./) 
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■ Il !■ IIM ■■ ■ ■ ■ ■■■■■■■ ■ ■ - I 

I 

cioè: 

Ui(jh)+ Uj{ht)+Uh{ij)--0, 

donde si vede che tutti gli elementi delle prime 
n — 1 linee di (18), si riducono a zero, cioè (18) 
viene ad acquistare la caratteristica 1; perciò il 
sistema V viene a ridursi identico al sistema ag- 
j^iunto di A, cioè al sistema (13). Ma V è sistema 
completo, dunque tale sarà anche (13), e perciò 
(v. pag. 303) A diventa completamente integra- 
bile. 
Possiamo dunque dire: * 

Quando la matrice (19) ha per caratteristica 2, 
allora V equazione pfaffiana data è completamente 
integrabile. 



Un altro preyblema importante relativo alla 
teoria invariantiva delle equazioni pfaflìane, è 
quello della ricerca della più generale trasforma- 
zione infinitesima che lasci invariata una sif* 
fatta equazione, ma noi non crediamo conveniente, 
per lo scopo del presente lavoro, di entrare in 
ulteriori particolari. 

Ci limiteremo solo a indicare qui la serie dei 
principali lavori relativi a questa teoria. 

Essa fu cominciata a trattare, a prescindere da 
altri tentativi precedenti di Eulero e di Monge, 
(la Pfaef {Abh. d. Beri Ak., 1814-15, pag. 76), 
collo scopo di servirsene per il problema dell' in- 
tegrazione delle equazioni a derivate parziali 'di 
primo ordine, problema cui quella teoria è inti- 
mamente congiunta. 
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Il cosidetto problema di Pfaff consiste nella 
integrazione di una equazione ai differenziali to- 
tali di primo ordine, con un numero minimo di 
integrali, e dalla risoluzione di un tal problema 
dipende quella delle equazioni a derivate parziali 
di primo ordine. Si trova che, supposta w. la ca- 
ratteristica della matrice (19), questo numero mi- 

. ^ (^ ^ , {ji- -f" 1 

nimo di integrali è -^, se k- è pari, — - — , se «^ 

è dispari; il che corrisponde a dire che la data 
forma differenziale può sempre, con una trasfor- 
mazione di variabili, ridursi a contenere rispetti- 

tu. ut, -L- \ 

vamente — o — - — termini. La ricerca di questi 

dipende poi dalFintegrazione di un sistema di equa- 
zioni differenziali ordinarie. 

I lavori di Jacobi, succeduti agnelli di Ppaff, 
gettarono una gran luce sull'argomento, e fecero 
molto progredire questa teoria (Creile^ 2, pag. 317 
e 347; 17, pag. 97). 

Altri lavori importanti furono quelli di Natani 
{Creile^ 58, pag. 301), Clebsch {Creile^ 59, pag. 
190; 60, pag. 193; 61, pag. 146; 65, pag. 257), 
Geassmann {Die Ausdehnungslehre^ Berlin, 1862), 
FfiOBENius {Creile^ 82, pag. 230 ; 86, pag. 1 e 54), 
Mayer {Math. Ann.^ 5, pag. 448; 17, pag. 523), 
Darboux {BulL des Sciences math, (2), 6, pag. 
14 e 49; Compi, Eend.^ 94, pag. 835). 

Dal punto di vista della teoria delle trasforma- 
zioni, e degli invarianti, sono fondamentali i mol- 
teplici lavori di LiB (p. es. Soc. delle Scienze di 
Christiaftia, 1873, pag. 320; Arch, for Math. og 
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Naturv.^ 2, pag. 338; Leipz. Berichte, 1896, pag. 
405), Mater (cit. e Jlfa^A. Ann., 6, pag. 162 e 
192; 8, pag. 313; 12, pag. 132, ecc.), Engel (Leipz, 
Berichtey 1889, pag. 157; 1890, pag. 192; 1896, 
pag. 413; 1899, pag. 296), Ed. v. Weber {Leipz, 
Berichte, 1898, pag. 207, ecc.). 

Per una esposizione della teoria citeremo il li- 
bro di PoRSYTH {Th. of Different. EquaU I, Cam- 
bridge, 1890, tradotto in tedesco da H. Maser, 
Leipzig, 1893), e il libro recente di Ed. v. We- 
ber (Vorlesungen uber das Pfaff^sche Problem 
unddie Theorie der partiellen Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung^ Leipzig, 1900), alla fine del 
quale e' è anche una lista completa di tutti i la- 
vori sull'argomento. 

Le ricerche analoghe per il caso dei differen- 
ziali di 2.^ ordine e di ordine superiore sono state 
intraprese da me negli ultimi due anni, e i lavori 
che vi si riferiscono sono pubblicati in Compi. 
Rend. de VAc. de Paris, t. 130, 1900; Math. Ann., 
t. 54; Bend. IsL Lomb. (2), t. 33, 1900, pp. 287, 
675; t. 34, 1901, p. 563, 1180; t. 85, 1902, p. 244, 
691; Ann. di Mat. (3), t. 7; Rend. Acc. Lincei 
(5), t. 11, 1902, 20 sem. 



§ 5. Invarianti differenziali relativi ad un 
GRUPPO DATO. Parametri differenziali. 

Nei §§ 1 e 2 del Cap. II abbiamo stabilito i 
fondamenti della teoria della invarianti vita di un 
sistema di funzioni e di un sistema di equazioni 
finite rispetto ad un dato gruppo di trasformazioni. 
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Ora se di un gruppo formiamo un ampliamento 
qualunque nei modi indicati nel § 5 del Cap. IV, 
se di tali gruppi ampliati consideriamo una fun- 
zione invariante, o un invariante^ diremo che que- 
sto è un invariante differenziale relativo al gruppo 
primitivo. 

Questo è il concetto generale di invariante dif- 
ferenziale, quale fu introdotto da Lib (v. special- 
mente Math. Ami.^ 24, pag. 537), e che in vari 
modi specializzato comprende, come casi particolari, 
quelli di cui si sono occupati da diversi punti di 
vista vari altri Autori. 

Noi sappiamo (v. pag. 217) che un gruppo in- 
transitivo (ed ò sempre tale un gruppo in cui il 
numero r dei parametri sia inferiore a quello delle 
variabili) ammette sempre un certo numero di in- 
varianti ; ora dato un qualunque gruppo ad r para- 
metri, si potrà fare sempre un tale ampliamento 
(di 1**, 2** . . . ordine) che il numero delle variabili 
del gruppo ampliato riesca superiore a quello dei 
parametri, e quindi che il gruppo ampliato riesca 
intransitivo. Si vede così che possiamo sempre tro- 
vare infiniti invarianti differenziali relativi ad un 
gruppo dato ; e poiché d'altra parte gli invarianti 
possono trovarsi con soli processi di eliminazione 
quando sono conosciute le formole di trasformazione 
del gruppo (v. Cap. Ili, § 1), così è manifesto che 
gli invarianti differenziali di un gruppo potranno 
sempre trovarsi senza integrazione. 

Se il gruppo che si considera è un gruppo pro- 
iettivo (v. Cap. I, § 3), gli invarianti differenziali 
si dicono invarianti differenziali proiettivi. 
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Se ora di un gruppo ampliato invece di consi- 
derare le funzioni invarianti^ consideriamo i si- 
stemi di equazioni invarianti^ allora, invece di avere 
gli invarianti differenziali relativi al gruppo dato, 
si otterranno dei sistemi di equazioni differenziali 
che restano invariati per le trasformazioni di esso, 
che cioè ammettono le trasformazioni del gruppo 
dato. Si ha così il mezzo di applicare la teoria 
delle trasformazioni a quella delle equazioni dif- 
ferenziali, e ricavarne importanti vantaggi. 

Uno dei primi esempi di invarianti differenziali 
è quello incontrato da H. A. Schwaez, nelle sue 
ricerche sulle superficie minime (Abhand, d, Ber- 
lin. Akad., 1871; Opere, Berlin, 1890, voi. 2, 
pag. 351). Esso è: 

dyd^y_ 3 ìd^yV 
xdx^ 2\dx^] 



jJ 



ld_y\' 
Xdocì 



Il gruppo a cui è relativo questo invariante dif- 
ferenziale è quello delle trasformazioni: 

r^a±by. 
^ c + dy' 

è infatti facile a verificare che calcolando le de- 
rivate di y' rispetto ad x\ e formando con esse 
una espressione come <7, si ha un risultato esat- 
temente eguale ad J. 

Essendo proiettivo il gruppo cui appartiene t7, 
questo è un invariante differenziale proiettivo. 
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La espressione J gode della notevole proprietà 
che scambiando x con y, esso resta inalterata, a 
meno di un fattore che è: 



\dxì- 



In effetti: 



dy ^ J_ d^_ _ dy^ 

dx dx ^ dx^ 

dy 

d^x dx (d^xV 

d' y ^ ~ dy' dy \dj'ì 
dx» '-'~^'' ' 




IdxV 
Uyj 



donde si trova: 



d^x d 



.-a^dy'^d 



\dx) 



dx_S_ [d^xV 
dy 2 \dy^1 



[dx\ 
\dy] 



Per questa proprietà J fu chiamato reciprocante 
da Sylvester, il quale estese poi questa denomina- 
zione a tutti gli invarianti differenziali proiettivi. 

Fra gli invarianti differenziali sono stati spe- 
cialmente studiati i proiettivi per dedurne belle 
applicazioni alla teoria delle equazioni differen- 
ziali lineari, a quella delle curve, ecc. I lavori 
più notevoli su ciò sono quelli di Brioschi {Ann, 
di Mat,^ (2),. 13; Acta Math.^ 14), di Sylvester 
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(Amer. Journal of Math., 8 e 10), e specialmente 
quelli di Halphen (Thèse sur les invariants dif- 
férentielles^ 1878, e Journal de VÉcole PolyL^ 
Cahier 47, 1880; Comptes Rendus, 81, 1875, 2° sera.; 
Journal de Liouville, 1876, 1880, 1883; Acta 
MatK 3). 



Supponiamo che il gruppo fondamentale di cui 
Togliamo considerare gli invarianti differenziali, 
sia formato nella seguente maniera. Sia assegnata 
una forma differenziale quadratica: 

n n 

2 Z ZrsdXrdXs, (1) 

r=:l «=1 

in cui le z sieno delle funzioni delle a?, e imma- 
giniamo operata una qualunque trasformazione di 
variabili; la forma (1) diventi: 

n n 

2 S ^'hk d x'h d x'k , 

in cui le z' saranno delle funzioni lineari delle z 
con coefficienti che sono funzioni delle x^ facili a 
trovarsi, e propriamente: 

r=l 8=1 X h Xk 

Ora consideriamo l'insieme delle variabili a*, z, 
immaginando le prime sottoposte a delle tras- 
formazioni qualunque, e le seconde alle trasfor- 
mazioni (2); è evidente che la forma differenzialo 
(1) resta inalterata; e perciò se di trasformazioni 
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(li questa specie ne consideriamo un gruppo, ab- 
biamo un gruppo di trasformazioni delle x e z 
nelle a?' e z\ per cui la forma (1) resta inalterata. 

Di un tal gruppo, considerando le z funzioni 
delle 0?, possiamo costruire dei gruppi ampliati, 
giusta la teoria esposta nel § 5 del Gap. IV, e 
considerare quindi degli invarianti differenziali 
relativi ad essi ; si avranno delle funzioni delle 
^, delle z^ e delle derivato di queste, le quali 
restano invariate quando, operando quelle spe- 
ciali trasformazioni delle a?, costituenti il gruppo 
assegnato, resti invariata la forma differenziale (1). 

Si potrebbe prendere la cosa da un punto di 
vista più ampio, in luogo cioè di assegnare uno 
speciale gruppo di trasformazioni per le cc^ imma- 
ginare l'assieme di tutte le trasformazioni possi- 
bili, e questo, insieme alle corrispondenti trasfor- 
mazioni (2) per le z^ darebbe la totalità di tutte 
lo trasformazioni che lasciano inalterata (1); se 
ora costruiamo di tal gruppo un invariante diffe- 
renziale contenente, per maggiore generalità, anche 
una più funzioni arbitrarie delle x e ìq deri- 
vate di esse, abbiamo il concetto generale di pa- 
rametro differenziale relativo alla forma (1). 

Si vede dunque che la teoria dei parametri 
differenziali può considerarsi scaturire diretta- 
mente da quella degli invarianti differenziali; 
essa però si è sviluppata indipendentemente da 
quella, e la sua prima origine si trova nelle ri- 
cerche di Gauss sulla curvatura totale delle su- 
perficie, e negli studi di Lamé a cui si deve anche 
la denominazione di parametro differenziale. 
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Noi però non entreremo nei particolari di que- 
sta teoria,' su cui ci basti il cenno che ne ab- 
biamo dato; aggiungeremo solo che i lavori più 
importanti in questo ordine di studi, sono stati, 
oltre quelli citati di Gauss, e di Lamé (Le^ons 
sur les coord, curvilignes^ Paris, 1859), quelli di 
Jacobi {Creile^ 36), Beltrami (Meni. Acc. Bolo- 
gna, (2), 8, 1869), Christof^el {Creile, 70), 
LiPSCHiTz {Creile, 70, 71, 72, 74, 78, 81), Ricci 
{Aìm. di Mat, (2), 12, 14; liend. Lincei, 1888-89; 
Alti Istituto Veneto j 1893, ecc.), Feobbnius 
{Creile f HO), Knoblauch {Creile, 111), ecc. 



NOTE ED AGGIUNTE. 



Pag. 11. 



Sì4Ì parametri essenziali. — Devo al chiar. 
mio amico Prof. Luigi Bianchi la seguente co- 
municazione sul criterio per riconoscere se i pa- 
rametri Oi . . . ar sono o no essenziali. 

Si formi la matrice: 

^f^ dfn 



Jlf = 



a»! 



gai 



0Or 



dfn 

d Ch- 



inai l'altra Mx formata nello stesso modo, ma ag- 
gregando ad /i, . . . fn anche tutte le loro deri- 
vate prime rispetto ad ^i, . . . Xn\ indi la matrice 
3/2 ottenuta coU'aggregare alle f\.. . fn^ tutte le 
loro derivate prime e tutte le loro derivate so- 
conde rispetto alle X; e così di seguito. 

Le caratteristiche [x, [x^, [I2.. . di queste matrici 
sono tutte non maggiori di r, e si ha: 



H-^JAl^{/2^ 



r^r. 
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Yi sarà un punto in cui la serie delle [*• diventa 
per necessità stazionaria, 

1 parametri sono o no essenziali secondochè il 
massimo p dei numeri \*- è eguale o minore di r. 

Questo criterio è una trasformazione di quello 
di LiB da noi sviluppato nelle pag. 10-11 del testo. 
Infatti il criterio di Lie potrebbe prima di tutto 
essere modificato così: in luogo di assumere altri 
valori a?" diversi dagli co' e costruire per essi le 
equazioni (4) di pag. 10, si formino le derivate 
delle (4) rispetto ad a:^ . . . cOn e vi si sostituiscano 
per <p le fi,., fn e per le ^ i medesimi valori a?' ; 
ciò corrisponde in certo modo ad assumere le x'\ 
una ad una, infinitamente prossime alle x'. 

Similmente si formino le derivate seconde delle 
(4), e così di seguito. 

Tutte queste equazioni devono coesistere; se 
fra esse se ne può trovare r di indipendenti, il 
che avverrà quando una delle matrici i/, Mi^ -W2,... 
ha per caratteristica r, allora le «a risultano zero, 
e i parametri sono essenziali; non lo sono nel 
caso opposto. 



Pag. 74. 

Sulle parentesi di Poisson, — E necessario dire 
qualcosa per giustificare la denominazione di pa- 
rentesi di Poisson data alle {Xi Xj ), giacché a 
prima vista potrebbe parere che le parentesi di 
Poisson abbiano una definizione molto diversa. Ed 
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infatti immaginando due funzioni /*, ? di due se- 
rie di variabili a?i . . . .^ « pi . . . p« , la parentesi di 
Poisson è: 



ir, 



; ^)= i ( 

8=1 \ 



df df a? df 
d'X^s dps dps docs 



Ora la nostra denominazione può giustificarsi 
pienamente dal fatto che il simbolo {Xi Xj) f 
non è altro che una vera parentesi di Poissox 
applicata alle due funzioni: 

Xi f= in Pi + . . . + linpn 

Xj f= ;yi Pi t- . . . + V» pn , 

dove le /?! . . . pn sono le derivate parziali di P 
ordine di f. 
Formando infatti {Xi f, Xj f) si ha: 



cioè: 



2- 1 Xi ys — Xj Us I 



df 



che è precisamente: 

(X- Xj ) f; 

possiamo dunque scrivere: 

(Xi /•, Xj f) = {Xi Xj ) U 

formola che giustifica la denominazione adoperata. 
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Identità ricavate da quella di Jacobi. — Sia Z 
il simbolo di un'altra trasformazione infinitesima, 
e adoperiamo il simbolo della formola (7) di pa- 
gina 79; l'identità di Jacobi può scriversi: 

. ( Z Xi X2) = - (Xi X2 Z) + (X2 X, Z). 

Kiapplicando questa stessa formola si ha: 

{ZX,X, X^) = - {X, (Xi X2) Z) + ((Zi Xg) A'8 Z) = 
= - (Xi Xi X2 Z) + 2 (Xi X2 Xi Z) - (Xg Xi Xi Z). 

(ZX, Xj Xi X2) = - (Xi (Xi X, X2) Z) + 

+ ((Xi Xi Xg) Xi Z) = 

= - (Xi Xi Xi X2 Z) -t- 3 (Xj Xi X2 Xi Z) - 

- 3 (Xi X2 Xi Xi Z) + (Xg Xi Xi X, Z). 

e in generale: 
^ Z X\ . • . Xj -^2/ ^~ 

= - ( xTT.'xì X2 z} + \i] \x^[ X2 Xi zj- 

- (2) (xTT.^Yi X2 Xi Xi z) + 

= —.1, (- ^y (r) Ix;^."xrx2 xTr.Txi z) . 
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Di questa identità mi sono giovato in una Nota : 
Altre ricerche sulla formala del prodotto, etc. 
Rend. Ist. Lomb. (2), t. 35, p. 555. 



Pag. 79. 

Sui numeri Bernoulliani. — Nelle pag. 78-79 
abbiamo introdotto i numeri y', y'' . . . , e abbiamo 
detto che essi hanno una facile relazione coi nu- 
meri Bernoulliani^ e che i y di indice dispari 
(meno Y) sono zero. Passiamo ora a dimostrare 
queste asserzioni, e a comunicare i risultati con- 
tenuti in una mia recente Nota {Sopra i numeri 
Bernoullianij Rend. Ist. Lomb. (2), t. 35, 1902, 
p. 377), e che possono poi servire per dare una 
dimostrazione, diversa dall' ordinaria, del terzo 
teorema di Lie (v. p. 139 e più avanti p, 345). 

I numeri y'i Y\ y'" • • • sono legati dalla se^ 
guente formola di ricorrenza: 

^ ^2!^ ^3!^ ^ (1) 

la quale, essendo y' = ^» può anche scriversi: 

il d! (2) 

^(s-1)!^ 2(s+l)! 
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Questi numeri, si può far vedere, hanno un 
rapporto semplice coi numeri BernouUiani, * i quali 
sono i coefficienti £2^ B^^,.. dello sviluppo in 
serie di potenze della funzione pari: 

Se infatti poniamo il primo membro di (3) e- 
guale a: 

1 + Ci a: -»- C2 a;^ -h (4) 

dove le e sieno dei coefficienti indeterminati, se 
l)oi moltiplichiamo primo e secondo membro per 
e^ — 1, sostituiamo a e* il suo sviluppo e para- 
goniamo i coefficienti delle stesse potenze di x al 
primo e secondo membro, si trova per le e la 
formola di ricorrenza: 

r. +2jC,-i + 3jC.-2+ ... 4 -Ci + ^— ^«^.g-j 

Ci = 0, 
o quindi anche: 

r. + ^c,-, + ... + ^^-^C8-2^^-0, (5) 

donde si vede che i coefficienti e, a cominciare 
da quello di ìndice 2 in poi, soddisfanno ad una 



* Per magri^iori particolari sa questi rimandiamo airO* 
pera di Saalschùtz, Vorh Uber die Bemoulli'schen Zahlen^ 
Berlin, 1893, e al Gap. 18, § 3, del mio Bepet'torio di Mate* 
mattche Superiori, I, {ediz. italiana^ Milano, 1898 ; ediz. ie* 
desca, Leipzig, 1900). 

Pascal* 22 
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• -k TBi- ■ ■» 



formola di ricorrenza simile a quella cui soddi- 
sfanno le y", y'", ... e perciò possiamo dedurre 
che in generale: 

•K*> = c«, (6) 

ed essendo poi evidentemente il primo membro 
di (3) una funzione pari^ e quindi essendo zero 
tutte le e di indice dispari, ne viene che sono zero 
tutte le Y di indice dispari {meno y'); dal para- 
gone di (4) con (3) e (6) si ha inoltre: 

Y(2«)=(-l)n-l^. (7) 

La formola di ricorrenza (2) si trasforma facil- 
mente in una formola di ricorrenza fra i numeri 
Bernoulliani J?, ed è facile riconoscere che si ot- 
tiene così la formola detta di Moivre (v. Reper- 
torio, I, ed. ital., pag. 489; ed. ted., pag. 472). 

Coir introduzione dei numeri Yi la formola (3) 
diventa: 

mentre poi ricordando la formola di sviluppo in 

ce 
serie di potenze di ctg — (v. Repertorio^I^ edAt.^ 

p. 149; ed. ted., p. 322), si ha anche: 

Y ctg -|- =- 1 - y'' x^ + Y^^ a;* ~ Y^' a;6 + . * . , 

la quale può anche ricavarsi dalla precedente pò* 
nendo i x in luogo di a?. 
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Tenendo poi conto dell'annullarsi delle y di in- 
dice disparì, la relazione di ricorrenza (2) dà le 
due formolo: 

* ^3!^ ^ ^^ {2n-ì)r 2(2n + ì)\ 

2!^ -^4jT ^•••^2n!^ (2n + 2)! ^• 

Le principali relazioni che sussistono fra i nu- 
meri Bernoulliani, e che costituiscono altrettante 
formolo di ricorrenza fra i medesimi, sono in primo 
luogo quelle di primo grado, e poi quelle di se- 
condo grado, nelle quali ultime la somma degli 
indici dei due fattori di ciascun termine sia sem- 
pre costante; le prime, espresse nelle y, sono della 
forma: 

»^(2n-l)!^ (2«-3)!^ f • • • ^ 

^ 3! "^ ^ 1! "^ 

e le seconde sono della forma: 

Po + Pi r" T^2n-2) 4. p^ ^lY Y(2n-4) + . . . 4- 

le a e le p essendo dei coefficienti numerici. 

Di quelle della seconda specie ne sono cono- 
scinte alcune, e sono notate a pag. 15-17 della 
sovracitata Opera di Saalschììtz, e una delle piìi 
semplici di esse è quella che, trasformata nelle y, 
diventa : 

Y' Y(2«-2) 4 ^iv y(2«-4) 4- ... 4- y(2« - 2) y'' + ) 
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La classe di identità cui vogliamo ora accen- 
nare, e che, come abbiamo detto in principio, 
trova la sua applicazione nella dimostrazione del 
terzo teorema di Lie (v. pag. 345), ha appunto per 
prima rappresentante la (IO); la loro forma gene- 
rale non si presenta però con una legge abba- 
&tanza semplice, se non introduciamo certe altre 
espressioni che chiameremo T e che sono di 2® 
grado nelle y. Poniamo: 



1 



r 
r 
r 



1,1 

(2/1) 



n— 1 
y=l 



2,1 

{■in) 
3,1 

(2n) 
4,1 

,(2n) 
5,1 

,(2h) 
6,1 



=-:i:(V) 
=+:if;) 



Y(2>' 

y(2>' 
(2y 



Y(2y 



Y(2»-2»') — y(2«) 
Y(2»-2y)__ Y'2n) 
vC^n— 2v) _ y(2«) 

Y(2/i-2f) y(2>i) 

Y(2n— 2^) — Y(2n) 



(11) 



r 
r 



(2n) 
2n-l,l 

(2«) 



2tia 
inoltre: 

p(2n) ___ p(2«) p(2/i) , 



— ^I2n) 



— v(2n) 



, r(2«) 



(12) 



y{2n) p(2f») , p(2«) , 

k,8 1,«-1 ' 2,8-1 "• 



+ 1 



V.211) 

k,8-l 



i 
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Stabilite queste apposizioni, le relazioni cui al- 
ludo sono tutte della seguente semplice forma: 

p(2n) , _L p{2«) , p(2»i) , p(2«) ^ p,(2it) \ 

1,1 +- + 4n-3,l +*2/»-2,l +*2n-l,l ^ ^ ^«,1 = ^ 

1,2 ^•" "^ 211-3,2 ' ^ 2w-2,2 ~" ^i 



d3) 



,,(2/0 , , p(2/i) ^ or'-'*^ 

-2A;+l.^- '^ 2n-2fc-h2,fc 






C+2r£>=o, 



di cui quelle contenute nella 2*, 3*, . . . linea pos- 
sono naturalmente, mediante le relazioni (12), espri- 
mersi tutte mediante le T aventi per secondo in- 
dice 1, cioè mediante le T della tabella (11), e si 
hanno allora le relazioni: 



2»-l 













+ + 
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La prima e la seconda di queste relazioni si 
riducono alla (IO); in effetti sommando tutte le T 
della tabella (11), aggiungendo poi ancora — T^'"^ 
e ricordando che: 

ra-(\Vf.*)--U".)=-' 

si vede a colpo d'occhio che la prima delle (14) si 
riduce alla (10). In quanto alla seconda delle (14), 
basta ricordare ohe : * 

e allora essa diventa: 

- (2 w - 3) f y(2'»-2) — ,2n -5) Y^^r^2«-4) — 

- 1 . t(2«-2) -r" -. ^^\ - l] y(2n) =. Q, 

che può scriversi, spostando opportunamente i 
termini simili: 

— (n — 1) [>" 7(2»»- 2) ^ ^iv y(2«-4) .4. + 

+ ^(2n-2) v" + (2 n -H 1) Y^2«)] = 0, 

il che mostra che essa è identica alla (10). 



* Il teoroma detto di Arndt (Creile, HI, p. 239), che però 
può attribuirBi anche al Caucuìt, dice che ee «o, Oi, a^ . . . 
formano una pro^rossione aritmetica dì ordine minore di n, 
ò sempre: 
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Le altre fra le relazioni (14) non si possono ri- 
durre alla (10); servendosi della stessa forinola ci- 
tata a pie della pagina precedente si trova che 
la terza è: 

'%-')-!] Y" Y'--> [f %- ') - l] T- Y<--) -H 

r + [(2 ) - ^] ^"""*^ ^'^ "^ [(2 ) ~ i ^"""'^ ^" ^ 

T (2 n - 3) y(2'-2) y" + [(^ "* 3~ ^ ) - (^ " r ^)] ^'"" = "' 
e la quarta è: 

: [f«3-Vr"r')l'"'»-- 

; .rvj-f-ri'"^— ^ 

+ [("3 ) - f "j^ j] y(^«-^> y" + (2 n - 3) (n - 4) y^^'-s) y " + 
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Sul prodotto di due trasformazioni* — Non è 
ben chiaro il modo di eliminazione delle x^ fra 
le (1), e anzi perchè il risultato ottenuto sia esatto 
è necessario che le (1) si scrivano così: 

(S) x"i=e*^^'x'i . I 

(T) x'i =e''^^ xi 5 *^' 
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e che quindi si faccia il prodotto S T (con questo 
simbolo si intenda operata prima la T e poi la <S, 
V. pag. 4) e non il prodotto T S. 

Nella S la trasformazione infinitesima X^ si 
deve intendere naturalmente scritta nelle variabili 
x' e non nelle a?, ed è per indicar ciò che si è 
scritto Xi. 

Per eliminare le x' può procedersi nel seguente 
modo : Un termine qualunque del secondo membro 
di 5 è (sviluppando l'esponenziale): 

T ! 

ora questa funzione delle x\ in virtii della for- 
mola generale (3) di pag. 59, e della trasforma- 
zione T, può scriversi I trascurando — j: 

X^^ x\ = Xi^ Xi + ff ^2 Xi^ Xi + 

-V^^^X^^X^^Xi +... 
dunque il prodotto ST può scriversi: 

oo 00 /r /'s 

^".= 1 S ^, -^ Xg» xr a;.- , 

r=o s=o r ! s ! 

che è precisamente la formola di pag. 85-86. 

E bene notare che mentre nel prodotto S T sì 

intende operata prima la trasformazione T e poi 

i S, nei vari termini della precedente formola, 
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il simbolo infinitesimale che sì deve intendere ap- 
plicato prima è Xi, e non X^y cioè quello rela- 
tivo ad Sj non quello relativo a T. 



Pag. 135. 

Alle righe 8, 9 e 13 il segno dei termini in 
{Z^, Zi Z2) e (Zi Z2 Zi Z2) deve essere il —, non 
il +. 



Pag. 139. 

Sul terzo teorema di Lie. — A completare la 
trattazione contenuta nel testo accennerò breve- 
mente alla dimostrazione del terzo teorema di Lie, 
che io ho pubblicata recentemente nei Eend. del- 
Vlst. Lomb. (2), t. 35, p. 419. 

Poniamo, per brevità: 

= — (i ^2 • • • <m ; ^1 /i) , 

e inoltre: 

((s ^1 . . . tm; i A)) = (s ^1 . . . tm ; i A) + 
+ (^1 s ^2 • • • tm\kh) -^ + (^1 ^2 • • • ^'w s; k h). 

Colla prima di queste due apposizioni i singoli 
elementi cths possono denotarsi col simbolo, alle 
volte più comodo, {t\k$). 
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E facile vedere che sussistono le identità: 

r 

(^1 . . . tm'^kh) = 2 (ti, . ,ty;ks) {tv+i . . . tm ; s A), 

«=1 

{ti, , ,tv k tv+l , . .tm'^kh) = 

r 

= — 2 {ti. , ,ty ;ks)is fy-f 1 , , ,tm;k' h). 

Si dimostra inoltre che se i numeri e soddisfanno 
alle due relazioni (2) (3) di pag. 137-138^ soddi- 
sferanno anche alle seguenti altre relazioni più 
complicate: 

2 (^1 . . . tm k' ; k li) w^, . . . uttn + 

t 

+ Z 2 1 (^1 • • • ^wt-1 s ; i A) -h 

+ (^1 . . . ^i»-2 s ^m-1 ; A; h) + 

+ (^1 s ^2 • • • ^w-i ; A; A) ì{tm; k' s) ut^,., w^«,= 

dove il 2 si intende esteso a tutti i valori 

1, 2, .. . r degli indici ^i. .. ^m, e le Wi... Wr rap- 
presentano delle variabili qualunque. 

Indicando poi con St Toperazione di sommare 
tutte le espressioni ottenute da una data permu- 
tando fra loro in tutti i modi possibili gli indici 
^1 ^2 • • • che vi compariscono, e con SW l' opera- 
zione del sottrarre da una data espressione, dipen- 
dente dagli indici k, k\ quella ottenuta scam- 
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biaado fra loro tali due indici, la seconda rela- 
zione che è conseguenza delle solite (2), (3) di 
pa(/, 137-138 si esprime: 

S'kk' St j y" r<2«-2) 2 (^^... fe„.,2 . k s) ((s fen-i ; Jc h)) +- 

+ Y'^^r^^'^Sl^- t2n-i;ks) (({Jfen-3fen-lfe«-i;Ì'A)) + 

8 

+•••••., 

+ Y««-2) y" 2; (<i fg ; i s) ((s fj . . . fe«-i ; k' h)) + 

8 

-f T^2«)((i^^...^2«-i;A;'/i)) j =0, 

in cui le Y sono quei numeri, affini ai Bernoulliaui, 
di cui abbiano trattato di sopra (v. pag. 336). ^ 

Stabilite queste relazioni si può passare a 
dare un cenno della dimostrazione del terzo teo- 
rema di Lie. Farò vedere direttamente come, dato 
un sistema di costanti di struttura, si possono co- 
struire delle formolo le quali sono quelle delle 
trasformazioni infinitesime di un gruppo^ solo che 
si supponga che le suddette costanti sieno legate 
dalle relazioni (2), (3) di pag. 137-138. 

Anche nella dimostrazione di Schub si costrui- 
scono similmente le trasformazioni infinitesime di 
un gruppo, date che sieno le costanti o<7>, ma il 
mio procedimento si differenzia sostanzialmente da 
quello di Schub, essendo esso fondato in gran 
parte sulle identità ricordate di sopra, la seconda 
delle quali è, a sua volta, fondata sulle identità 
fra i numeri BernouUiani di cui abbiamo trattato 
a pag. 341. La mia dimostrazione così è più di- 
retta e si riduce ad una di natura, in certo modo, 
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elementare, non presupponendo alcun' altra uoziouc 
sulla teoria dei gruppi se non il secondo teorema 
di Lie. 

Dato un sistema di r^ numeri Cijs soddisfacenti 
alle relazioni (2), (3) di pag. 137-138, assunto 
«1 u^, , , Ur come variabili, formiamo le seguenti 
trasformazioni infinitesime: 



d 



(1) 



duh 



A=rl l ti 

+ Y' Z <^tiksi CUBji Ut,Uf^+ 

dove ^hk = se A è diverso da k^ ed è eguale 
ad 1 se A = i, e il termine generale della serie 
racchiusa nelle parentesi è: 

Y(2«) 2] 2 Cii^Si Ct^BiSt Ce,8^t„. C^8«»««-iA w/, ... M/„ . (2) 

Si può sempre facilmente trovare un campo di 
valori delle t/, in cui la predetta serie (che è una 
serie di potenze) è convergente. 

Sia infatti C il valore assoluto di quella fra le 
e che abbia il massimo valore assoluto, e formiamo 
la serie: 

Ricordiamo che per i numeri Bernoulliani Bin 
sussiste la relazione (v. mio Repertorio^ I; ediz. 
ital., pag. 489; ed. ted., p. 472): 

lim 52« — '^=4Trvr^, 
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per modo che sostituendo a B-zn la sua espressione 
mediante 7 (2'*) (v. pag. 338), e facendo poi il rap- 
porto di due Y consecutive, si ha: 

r(2») 2n\ I n - l \2;i+| 1 _ 



ed essendo: 



lim(^ 

fl=0O \ » 



n — 1\2»4- 



. 2 = e-2 



,. 2n! 1 ^4 

„™ (2» -2)! (»-!)« ' 



si ha infine : 



y(2») 1 ^ 

lim ... ... = -—^. * (4) 



Prendendo dunqne: 



2it 



si ottiene il campo di convergenza della serie (3), 
e prendendo ciascuna delle U\,., Ur minore di 

2^ . . . 

T^Tì 1 81 ottiene evidentemente un campo in cui è 

convergeute la serie di cui il termine generale 
è (2). 



* A questo stesso risultato si giungerebbe colle forinole 
contenute alla pag. 18 del libro di SaalschIìtz citato a 
pag. 337: Vorles. ilber die Bernoiilli'schen Zahien, Berlin, 
1893. 
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Ora io dico che le trasformazioni infinitesime 
date dalle (1) sojio atte a generare un gruppo 
ad r parametri, giacché soddisfanno al secondo 
teorema di Lie ricordato in principio^ e che inoltre 
la struttura del gruppo così generato è precisa- 
mente quella data dagli assegnati numeri e. 

Adoperando il simbolo SW usato disopra (v. 
pag. 346), la parentesi ( C/*, Uh') formata colle due 
trasformazioni infinitesime UÀ-, TJk'^ può scriversi: 

= s'/ci^ 21 S [-^« "" y' 2 <^t,k8 Uh ♦ y" 2 ^^ift«. ^Mis w^i ^k ♦•••] ^ 

h s ti iip^i 

X ì—YCsk'h + y" Z {Ct\ks\C88\h * Csk8'iCt\8\h) Ut\ * 'Aw~ 

e se adoperiamo il simbolo introdotto a pag. 345 
possiamo scrivere : 

( Vk, Uk') = 2 s w 2 f sAs - y' 2 (^1 ; * «) w^ + ^ 

oo l 

-4- 2 Y^^'^^ 2 (^1 . . . fen ; A; s) ut,... ut^^ X 



+ 2 Y^2«) 2; ((S t\t\...t'2n-^l \k'h))ut\...Ut'„^] 



d 



duh ' 



Sviluppiamo il prodotto delle due parentesi 
quadre e ordiniamo i termini secondo il loro grado 
nelle u. I termini di grado zero sono: 

- 2 y' (Ar i' /O = e**'//, 
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(essendo y' = — ^j, che può scriversi: 

2 Chk'8 ^sh . (7) 



8 



I termini di primo grado sono: 
t" S'kJc' 1 j {t\ k ]k'h) + {le t\ ; h' h) j ut\ + 



+ Y'S'kkl2{tr,fcs){s;k'h)uu, 

ti 8 



cioè : 



S 1 ì " S (Ctk'8 Cksh — Ctks Ck'sh) + 
+ Y" Z {Ckk'8 Ctsh — Ck'ks Ctsh ) + 



8 



ovvero, per efFetto delle relazioni fra le e 



(3 y" + y'*) 2 2 ^^*'« ^^sA ^< • 

t 8 



Ma: 



3y" + y'^-=Y = - y', 



dunqae si ha: 



2 <?fcA's ( - y' S <^f8h Ut). (8) 
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I termini di grado 2n sono i segaenti: 



— (^1... hn k^ \kh)\ut^. ,, 



ut^ 



Effettuando lo scambio di k con A;', dando al 
simbolo (( )) il suo yalore, adoperando indi la 
farmela di pag. 346, e osservando che (v. pag. 346): 

X (s ^1 . . . hn -\\Vh) {hn ; i- s) = 

= ■— {hn y ti... fen-i ; k A), 

e che, dovendo fare la somma rispetto a tutte le 
^, si può in un termine scambiare in un qualunque 
modo le t stesse, questa espressione diventa: 

-2y'y^^'') I \{tikt2...t2n\k'h)'' 

— {fi k' ^2 • • • fe« ) '^ ^*) ; w/i . . . tt/g„ 

che, per effetto della (3) di pag. 138, diventa: 
— 2y'7<2"^ 2 {1cti,..h,r,k'1i)ut,..,ut^,, 

cioè: 

X c^f^^'r T^-"^ Z (^1 • • • ^-'« ; s '0 w^, . . . W^, [ . (9) 

Passiamo infine ai termini di grado dispari 
2;ì — 1. 

Esaminando la formola (6), tenendo conto della 
Dossibilità dello scambio delle t fra loro, si vede 
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che il coefBcìente di uti. .- ut^n-^ è esattamente, a 

meno di un fattore jz: ttì derivato dalla ap- 

(2w —1)! 

posizione della St che nella formola (6) non 

compare, il primo membro della formola di 

pag. 347, e quindi è zero. 

Raccogliendo i risultati ottenuti si ha: 

( Uk, Uh') = Z <^kk'r E I s«fc — r' E (^tsh Ut + 

8 hi t 

+ 2 T^^w) 2 (^1 . . . fen ; s h) ut, ..> ut,n -^ = 

= 2 ^>tfc'8 Us , 



5 



formola che dimostra che le trasformazioni infi' 
nitesime U generano un gruppo e che questo gruppo 
ha precisamente la struttura assegnata. 



Pag. 208. 

Gruppi semplici e composti. — Fra i sottogruppi 
invarianti di un dato sono da annoverarsi il gruppo 
stesso e il gruppo costituito dalla sola trasforma- 
zione identica. 

Sull'esistenza dei sottogruppi invarianti è fon- 
data una notevole distinzione dei gruppi, e cioè: 
un gruppo si dirà semplice se, oltre i due suindi- 
cati, non ha sottogruppi invarianti, e si dirà com- 
posto nell'altro caso. 

Pascal. 23 
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Sui sottogruppi invarianti sono anche da notarsi 
i seguenti due teoremi facili a dimostrare : 

Le trasformazioni comuni di due sottogruppi 
invarianti formano anche un sottogruppo inva- 
riante. 

Due sottogruppi invarianti di un dato gruppo, 
che non hanno alcuna trasformazione infinitesima 
comune, sono tali che ogni trasformazione dell'uno 
è permutabile con ognuna dell'altra. 



Pag. 211. 

Gruppi derivati e gruppi integrabili. — Dato 
un gruppo generato dalle trasformazioni infinite- 
sime Xi . . . Xr , le trasformazioni (Xi Xj ) for- 
mano in generale un sottogruppo del dato, che si 
chiama il gruppo derivato del dato ; similmente, 
costruendo il gruppo derivato di quello così otte- 
nuto si ha il secondo gruppo derivato del dato, 
e così di seguito. 

Dal teorema dimostrato nel testo risulta subito 
che: il gruppo derivato di un sottogruppo inva- 
riante di un dato Gr , è anche sottogruppo inva- 
riante di Gr, e perciò: tutti i gruppi derivati di 
Gr^ sono sottogruppi invarianti di Gr medesimo. 

E evidente anche che se il gruppo derivato di 
Gr risulta della sola trasformazione identica, le 
trasformazioni infinitesime di Gr sono a due a due 
permutabili (v. p. 202), e inoltre se il gruppo de- 
rivato è identico a Gr , lo stesso avverrà per tutti 

gruppi derivati seguenti. 
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La serie dei grappi deriyati è naturalmente fi* 
nita; dato Gr e formando i successivi gruppi de- 
rivati si trovi che il {q + l)***^ gruppo derivato 
coincida col q'^^\ allora può accadere o che que- 
sto 5***^ grappo derivato sia formato defla sola 
trasformazione identica, ovvero che risulti anche 
di altre trasformazioni ; nel primo caso si dirà che 
il gruppo primitivo Gr è integrabile^ e nell' altro 
caso si dirà che Gr è non integrabile, (Lie). 

E evidente che: 

Ogni sottogruppo di un gruppo integrabile è 
anche integrabile. 

Inoltre si può facilmente dimostrare che: 

Ogni gruppo ad r -^m parametri Gr-m che sia 
isomorfo meriedricamente con un gruppo integra- 
bile ad r parametri Gry è anche integrabile. 

Per maggiori particolari rimandiamo alla Th. 
d. Transf. di Lie-Engel, III, p. 679 e segg. 



Pag. 258. 

Equazione caratteristica di Killing. Rango di 
un gruppo. Invarianti del gruppo aggiunto. — 

Si ahbia un gruppo Gr ad r parametri e sieno 
Xi...Xr le sue trasformazioni infinitesime; con- 
sideriamo un sottogruppo ad un sol parametro e 

r 

sia y ehXic la sua trasformazione infinitesima, le 
costanti e essendo delle quantità fisse. Il problema 
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che ci proponiamo è il seguente : Esiste un sotto- 
gruppo a due parametri di Gr , e di cui una delle 

r 

trasformazioni infinitesime sia la T. ekXk? 

Il problema equivale a quest'altro: Si possono 
sempre determinare le costanti \, , Ar in modo 
che le due trasformazioni Y exXk , 2 ^^Xs , for- 

K 8 

mino un gruppo? 

Perchè ciò sia, è uecessario e basta che la pa- 
rentesi (y ekXh , 2 ^sXs ) sia identicamente e- 

K S 

guaio ad una combinazione lineare a coefBcienti 
costanti delle sole due medesime trasformazioni, 
cioè : 

= P 2 ^* -STife + w 2 ^s Xs . 

h 8 

Se w fosse zero, allora il gruppo ^ekX\ sa- 
rebbe il gruppo derivato (v. nota precedente) del 
supposto gruppo a due parametri, caso che noi 
vogliamo escludere; dobbiamo dunque supporre 
sempre w diverso da zero. 

Sostituendo allora alle incognite Xj . . . X^ delle 
altre quantità, possiamo sempre fare che il secondo 
membro si riduca a^ un'espressione contenente 
solo il secondo termine. Se noi infatti poniamo: 

^8 ^= V-S ^S , 

(0 

la formola precedente diventa: 

(^ehXh^^V-s Xs 2 ^s Xs ) = w 2 K« Xs , 

k 8 ^ S 8 
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cioè: 



{^ekXid^^s Xs)=^o,2[^s Xs , (1) 

h S 8 

in cui le incognite sono le f^i . . . i^r e la w. 

Per risolvere il problema proposto bisogna dun- 
que soddisfare alla (l). Poiché le X formano già 
un gruppo, il primo membro si sviluppa in: 

^Y^ek\f-8 cksv Xv , 
quindi per la sussistenza delle (1) deve aversi: 

r r 

2 f^s Z ^^s»' e* ^ w txy , (v = 1, 2, . . . r) . (2) 

«=1 Ar=l 

Queste sono r equazioni lineari omogenee nelle 
H^, per la cui sussistenza è necessario che il de- 
terminante dei coefficienti sia zero; questo deter- 
minante è una funzione razionale intera di grado 
r in w, e vi saranno quindi in generale sempre 
dei valori w per cui le (2) sono compatibili. 

Possiamo perciò dire: Ogni trasformazione in' 
finitesima di un gruppo Gr appartiene in gene- 
rale sempre ad un sottogruppo a due parametri 
di Gr stesso. (Lie). 

Il determinante dei coefficienti delle (2) è: 



r 
e«y w — y Ck8v Ck 



(s,v = l,2,...r), 



indicando con e«y il numero 1 o secondochè s 
ò eguale o diverso da v. Quel determinante egua- 
gliato a zero, dà luogo alla cosiddetta equazione 
caratteristica di Killing. 
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Si fa vedere che una delle radici di A = è 
sempre w = 0, e quindi ^ si sviluppa in: 

A =- w^ - ^^i (e) <or-i + ^2 {e) w*--2 — . . . + 

+ (- 1)^U r-i (<o) , 

in cui le ^ sono funzioni razionali intere omogenee 
nelle e, delle quali si dimostra la importante pro- 
prietà che esse sono invarianti (v. Gap. II, § 1), 
del gruppo aggiunto. 

Su queste funzioni ^ il Eilling stabilisce una 
notevole classificazione dei gruppi. Si dirà che Or 
ha il rango l^ se delle r — 1 funzioni 4* ve ne sono 
esattamente l di indipendenti. Se tutte le ^ sono 
zero per qualunque sistema di valori delle e^ al- 
lora ? = 0, e si hanno gruppi di rango zero* 

Per tali gruppi è evidente che tutti quelli altri 
a due parametri da essi contenuti hanno le loro 
trasformazioni a due a due permutabili. 

Si può poi anche dimostrare: Ogni gruppo di 
rango zero è integrabile (v. nota precedente). 
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Gabinetto 
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Roma, 3 nov. 1900. 

lU.mo Signore 
Comm. Ulrico Hoepli 
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Milano. 

La collezione dei Manuali 
Hoepliy ricca ormài di quasi 
700 volumi, forma la più vasta 
enciclopedia di scienze^ lettere 
ed arti finora apparsa in Ita- 
lia, Meritano lode certamente 
e gli autori, che in forma lu- 
cida e breve hanno preparato 
cosi valido ausilio alla gioventù 
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puto scegliere, tra le varie di- 
scipline, quelle che meglio val- 
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cultura moderna. 
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Mi torna quindi gradito di 
esprimerne a Lei il mio sincero 
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Abitazioni d. animali 
Agricoltore (il lib.deil') 
Agricoltore (pront; d.) 
Agronomia 

Id. e agricoltura 
Agrumi 

AUmentaz. bestiame 
Analisi vino 
Animali da cortile 
Id. parassiti 
Apicoltura 

Assìour. aziende rurali 
Bachi da seta 
Bestiame e agricolt. 
Cane 

Cantiniere 
Caseificio 
Catasto 
Cavallo 

Chimica agraria 
Cognac 

Colombi domestici 
Computisteria agraria 
Concimi 
Òoniglicoltura 



Agraria. 

Distillazione vinacce 
Economia fabb. rurali 
Enologia ■ 

Id. domestica 
Estimo rurale 

Id. dei terreni 
Floricoltura 
Fosfati, perfosfati 
Frumento e mais 
Frutta minori 
Frutticoltura 
Funghi mangerecci 
Gelsicoltura 
Humus 
Igiene rurale 

Id. veterinaria 
Immunità a. malattie 
Insetti nocivi 

Id. utili 
Latte, burro o cacio 
Legislaz. rurale 
Macchine agricole 
Mais 
Majale 
Malattie crittogam. 



Malattie dei vini 

Mezzeria 

Molini 

Mosti e vini (densità d.) 

Olivo e Olio 

Olii vegetali, ecc. 

Orticoltura 

Panificazione 

Piante e fiori 

Piante industriali 

Piante tessili 

Pollicoltura 

Pomologia 

Prato 

Prodotti agr.d.Tropico 

Selvicoltura 

Tabacco 

Tartufi e funghi 

Triangolaz. Top. e Cat. 

Uve da Tavola 

Vini bianchi 

Vino 

Viticoltura 

Zoonosi 

Zootecnia 



Prodotti alimentari. 



Adulteraz. alimenti 
^rumi 
Alimentazione 
Animali da cortile 
Apicoltura 
Caseificio 
Cantiniere 
Cognac 

Colombi domestici 
Coniglicoltura 
Conservazione sostan- 
ze alimentari 



Enologia 

Enologia domestica 

Frumento 

Frutta minori 

Frutticoltura 

Funghi mangerecci 

Gastronomia 

Latte, cacio e burro 

Liquorista 

Mais 

Majale 

Mosti e vini 



Olivo e olio 

Olii vegetali 

Orticoltura 

Ostricoltura 

Panificazione 

Piscicoltura 

Pollicoltura 

Tartufi e funghi 

Uve da tavola 

Vini bianchi 

Vino 
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Industrie dÌTerse. 



Abiti per signora 

Acetilene 

Acido solforico 

Apicoltura 

Arti grafiche 

Asfalto 

Bachi da seta 

Biancheria 

Carta (Industria d.) 

Colori e vernici 

Commercio (Storia d.) 

Concia pelli 

Elettricità e appi, vedi 
al gruppo Elettricità 

Fabbro ferraio 

Falegname ebanista 

Filatura e tessitura 
Id. della seta 

Fiori artificiali 

Fonditore di metalli 

Fotoorafla : 
Carte fotografiche 
■Dizionario fotogr. 
Fotocromatografia 
Fotog. industriale 



Fotografia: . 
Fotog. ortocromat. 
Fotog. p. dilettanti 
Fotogrammetrìa 
Fotosmaltografia 
Processi fotomecc. 
Proiezioni fotog- 
Ricettario fotog. 
Spettrofotometria 

Gaz illuminante 

Gioielleria, oreficeria 

Imitazioni e succe- 
danei 

Incandescenza a gaz 

Litografia 

Macchine per cucire 

Marmista 

Meccanica 

Meccanico 

Metalli preziosi 

Modellatore meccan. 

Naturalista preparat. 

Operaio 

Orologeria 

Ostricoltura 



Panificazione 
Piante industriali 

Id. tessili 
Piccole industrie 
Pietre preziose 
Pirotecnia 
Piscicoltura 
Pomologia artificiale 
Ricettario domestico 
Id. industriale 
Saggiatore 

Saponi (Industria dei) 
Seta (Industria d.) 
Specchi (Fabbric.) 
Stearica (Industria) 
Tessuti di lana e cot. 
Tipografia 
Tintore 

Tintura della seta 
Tornitore meccanico 
Trine a fuselli 
Vernici, lacche, inch. 
Vetro 
Zucchero 



Fìsica e Chimica. 



Acetilene 

Acido solforico 

Adulterazione alim. 

Alcool 

Analisi chimica qual. 

Analisi vino 

Id. volumetrica 
Calore 
Chimica 

Id. agraria 

Id. analitica 

Id. appi. a. igiene 

Id. clinica 

Id. legale 

Id. sostanze col. 
Chimico industriale 
Climatologia 
'"^gnac 



Concimi 

Conservaz. sost. alim. 
Dinamica 
Disinfezione 
Distillazione vinacce 
Elettrochimica 
Energia fisica 
Esplodenti 
Farmacista 
Farmacoterapia 
Fisica 

Fisica cristallografica 
Fotografia (v. al grup- 
po Iniustrié) 
Fulmini e parafulmini 
Galvanoplastica 
Galvanizzazione 
Galvanostegia 



Gravitazione 
Igroscopi, igrom. 
Latte, burro, cacio 
Liquorista 
Luce e colori 
Id. e suono 
Meteorologia 
Microscopio 
Olii veget. miner. 
Ottica 
Profumiere 
Sieroterapia 
Spettroscopio 
Termodinamica 
Tintore 
Tintura di seta 
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Acqne miner. e term. 

Anatom. e flsiol. comp. 

Anatomia microscop. 

Anatomia veg^etale 

Animali parass. uomo 

Antropologia 

Batteriologia 

Biologia animale 

Botanica 

Cane 

Cavallo 

Coleotteri 

Colombi domestici 

Coniglicoltura 

Cristallografia 

Ditteri 

Embriol e morfol. gen. 

Fiori artificiali 

Floricoltura 



Stona Naturale. 

Fisica cristallografica 
Fisiologia 

Id. vegetale 
Frutticoltura 
Frutta minori 
Funghi mangerecci 
Geologìa 
Imenotteri ecc. 
Insetti nocivi 

Id. utili 
Ittiologia " 
Lepidotteri 
Majale 

Malattie crittog. 
Metalli preziosi 
Mineralogia gener. 

Id. desoritt. 

Naturalista preparat. 
Naturalista viaggiat. 



Orticoltura 

Ostricoltura e mitil. 

Paleoetnologia 

Paleontologia 

Piante e fiori 

Pietre preziose 

Piscicoltura 

Pollicoltura 

Pomologia 

Protistologia 

Selvicoltura 

Sismologia 

Tabacco 

Tartufi e funghi 

Tecnica protistol. 

Uccelli canori 

Vulcanismo 

Zoologia 



Medicina, Chirurgia, Igiene. 



Acque rainer. e term. 
Analisi chimica qnal. 
Anatomìa e fìs. comp. 
Anatomia microscop. 
Anatomia topograf. 
Animali parass. uomo 
Antropometria 
Assistenza infermi 

Id. pazzi 

Batteriologia 
Biologia animale 
Chimica appL a. igiene 
Chimica clinica 
Chimica legale (toss.) 
Chirurg. operativa 
Climatologia 
Disinfez. (Pratica d.) 
Embriologia 
Epilessia 
Farmacista 



Cavi telegrafici 
Elettricità 
Elettrotecnica 
Elettrochimica 
Fulmini e paralnlmini 



Farmacoterapia 
Fisiologia 
Idroterapi a 
Igiene della bocca 
Id. del lavoro 
Id. vita pubblica 
Id. della pelle 
Id. privata 
Id. rurale 
Id. scolastica 
Id. veterinaria 
Id. della vista 
Immunità malattie 
Impiego ipodermico 
Infortuni d. montagna 
Legislazione sanitaria 
Malattie del sangue 
Massaggio 
Materia medica 
Medicatura antisett. 

Elettricità. 

Galvanizzazione 
Galvanoplastica 
Galvanostegia 
Illuminazione elettric. 
Magnetis. e elettricità 



Medico pratico 

Microbiologia 

Microscopio 

Morte vera e app. 

Nutrizione bamb. 

Organoterapia 

Ortofrenia 

Pellagra 

Protistologia 

Psichiatria 

Psicologia fisiol. 

Rontgen (Raggi) 

Semejotica 

Sieroterapia 

Soccorsi d'urgenza 

Terapia infanzia 

Tisici e sanatori 

Veleni 

Zoonosi 



Metallocromia 
RJJntgen (Raggi di) 
Telefono 
Telegrafia 
Unità assolute 
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Tecnologia, Ingegneria, Costruzioni, ecc. 



Abitazioni anim. dom. 

Àrchitettara 

Aritmetica e Geom. op. 

Asfalto 

Automobilista 

Calcestruzzo 

Calci e cementi 

Calderaio 

Casa dell'avvenire 

Ciclista 

Conti e calcoli fatti 

Cubatura legnami 

Curve circolari 

Decoraz. e indust. art. 

Dinamica 

Disegnatore meccan. 

Disegno assonometr. 
Id. geometrico 
Id. industriale 
Id. di projez. ort. 
Id. (Qramm. del) 

Dizionario tecnico 

Fabbricati civili 



Fabbro ferraio 
Falegname-ebanista 
Fognatura cittadina 
Id. domestica 
Fonditore in metalli 
Gaz illuminante 
Gnomonica 
Idraulica 

Imitazioni e succed. 
Incandescenza a gaz 
Industrie (Piccole) 
Infortuni sul lavoro 
(Mezzi p. prevenirli) 
Ingegnere civile 
Ingegneria legale 
Lavori in terra 
Leggi lavori pubblici 
Leghe metalliche 
Macchine a vapore 
Id. agricole 
Id. per cucire 
Macchinista e fuochist. 
Marmista 



Meccanica 

Meccanico 

Meccanismi (500) 

Miniere 

Modellatore meccan ic. 

Molini 

Momenti resistenti 

Montatore d. macchine 

Operaio 

Orologeria 

Peso metalli 

Prospettiva 

Regolo calcolatore 

Resistenza d.materiali 

Scaldamento e ventil, 

Siderurgia 

Stereometria 

Strumenti metrici 

Tavole d^alligazione 

Tempera e cementaz. 

Termodinamica 

Tornitore 



Matematiche. 



Algebra elementare 
Id. compi. I anal. 
Id. Id. Ilequaz. 
Id. (Esercizi di) 

Aritmetica pratica 
Id. razionale 
Id. (Eserc. di) 
Id. e geom. d. op. 

Astronomia 

Id. nautica 

Calcoloinfln.Icalc.diff 
Id. II integrale 
Id. Ili d. variaz. 
Id. (Esercizi di) 

Celerimensura 

Compensazione errori 

Computisteria 

Conti e calcoli fatti 

Cubatura legnami 

Curve circolari 

Determinanti 

Disegno assonometr. 



Disegno geometrico 
Id. industriale 
Id. di projezioni 
Id. topografico 

Economia matematica 

Eserciz.d. geom. elem. 
Id. di Trigonom. 

Formulario di matem. 

Funzioni analitiche 
Id. ellittiche 

Geometr. anal. d. piano 
Id. Id. d. spazio 
Id. descrittiva 
Id. metr. e trig. 
Id. pratica 
Id. proj.d. piano 
Id. Id.d. spazio 
Id. pura 
Id. e trig. d. sfera 

Gnomonica 

Gruppi di trasformaz. 

Gravitazione 



Interesse e sconto 

Logaritmi 

Logica matematica 

Logismografia 

Matematiche superiori 

Metrologia 

Peso metalli 

Problemi di geometr. 

Prospettiva 

Ragioneria 

Id. d. Cooper. 

Id. industriai. 
Ragioniere (prcnt. d.) 
Regolo calcolatore 
Repertor. di materaat. 
Stereometria 
Strumenti metrici 
Telemetria 
Teoria dei numeri 

Id. d. ombre 
Termodinamica 
Triangolazioni topog 
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Amministrazione pubblica 
Diritto e Ginrisprudenza. 



Àssicarazione 

Id. e stima danni 

Beneficenza 

Bonifiche 

Catasto 

Chimica appi, a igiene 

Codice daziario 

Codice del bollo 
Id. doganale 
Id. civile 
Id. proced. civile 
Id. commercio 
Id. pen.eproc. pen. 
Id. di marina 
Id. pen. p. l'eserc. 
Id. del teatro 
Id. d. perito misar. 

Cod.e leggi us. dltalia 

Computisteria 

Conciliatore 

Contabilità comunale 
Id. dello Stato 

Cooperative rurali 

Cooperazione 

Debito pubblico 

Digesto 

Diritti e dov. d. cittad. 

Diritto amministrativ. 
Id. civile 
Id. commerciale 



Diritto costituzionale 
Id. Ecclesiastico 
Id. Intern. pubbl. 
Id. Id. privato 
Id. penale 
Id. Id. romano 
Id. romano 
E^vonomia politica 
Esattore comunale 
Estimo dei terreni 

Id. rurale 
Fognatura cittadina 
Giustizia amministr. 
Igiene scolastica 

Id. veterinaria 
Imposte dirette 
Infortuni sul lavoro 
Ingegnerìa legale 
Interesse e sconto 
Ipoteche 
Legge comunale 
Id. sui lav. pubbL 
Id. s. ordio. giud. 
Id. infort.s. lavoro 
Id. 8 propr. letter. 
Id. s. diritti d'aut, 
Id. 8. priv. industr. 
Id. s. sanità e sicu- 
rezza pubblica 



Legge sulle tasse di re- ^ 

gistro e bollo > 
Legislazione sanitaria 
Legislazione rurale 
Logismografia 
Mandato commerciale 
Notaio 
Ordinam. Stati d'Eur. 

Id. Id.f. d'Eur. 
Paga giornaliera 
Posta 

Produz. e commer.vino 
Prontuario d. agricoli. 

Id. d. ragion. 
Proprietario di case 
Ragioneria 
Ragioneria d. Cooper. 

Id. industriale 
Ricchezza mobile 
Scienza d. finanze 
Scritture d'affari 
Socialismo 
Società di mut.soccor. 

Id. industriali 
Sociologia generale 
Statistica 
Testamenti 
Trasporti e tariffe 
Valori pubblici 



Archeologia^ Belle Arti. 



Amatore oggett. d'arte 
Anatomia pittorica 
Antichità greche 

Id. priv.d. rom. 
Id. pubbl. rom. 
Armi antiche 
Araldica 
Archeol. d. arte greca 

Id. d.arteetr. rom. 
Architettura 
Armi antiche 
Arti grafiche fotomec. 
Atene 
Calligrafia 
Colori e pittura 



Decoraz. e ind. artist. 
Disegno 

Id. (Gramm. del) 
Fiori artificiali 
Fotosmaltografia 
Gioielleria, oreficeria 
Litografia 
Luce e colori 
Majoliche e porcellane 
Marmista 
Mitologia 
Monete greche 

Id. romane 
Monogrammi 
Numismatica 



Ornatista 
Paleografia' 
Paleoetnologia 
Pittura italiana 
Id. ad olio 
Prospettiva 
Ristauratore dipinti 
Scoltura 
Storia dell'arte 
Teoria d. ombre 
Topografia di Roma 
Vocabolarietto numis. 
Vocabolario araldico 
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Storia e Geografia. 



Àcqae minerali 

Alpi 

Atlante st. geog.d. Ital. 
Id. geog. uni vera. 

Cartografia 

Climatologia 

Cosmografia 

Cristoforo Colombo 

Cronologia 

Id. scop.geog. 

Dizionario alpino 
Id. geografico 
Id. dei comnni 
d'Italia 



Dizionario biografico 
Esercizi geografici 
Etnografìa 
Geografia 

Id. classica 

Id. fisica 

Id. commercial. 
Geologia 
Manzoni A. 
Mare 
Mitologia 
Omero 

Paleoetnologia 
Prealpi bergamasche 



Prontuario di geograf. 

Rivoluzione francese 

Shakespeare 

Sismologia 

Statistica 

Storia antica 
Id. d. arte militare 
Id. del commercio 
Id. d'Italia 
Id. di Francia 
Id. d'Inghilterra 
Id. e cronologia 

Topografia di Roma 

Vulcanismo 



Erudizione, Bibliografia, ecc. 



Amatore oggetti d'art. 
Id. di maioliche 
Armi antiche 
Atene 
Autografi 
Bibliografia 
Bibliotecario 
Classiflcaz. d. scienze 



Crittografia 

Dizionario bibliograf. 
Id. biografico 
Id. stenograf. 
Id. abbreviat. 

Enciclopedia Hoepli 

Epigrafia latina 

Errori e pregiudizi 



Evoluzione (storia d.) 

Grafologia 

Litografia 

Paleoetnologia 

Paleografia 

Stenografia 

Stenografo 

Tipografia 



Filosofia, Pedagogia, Religione. 



Bibbia 

Buddismo 

Didattica 

Diritto ecclesiastico 

Estetica 

Etica 

Evoluzione 



Filosofia morale 
Giardino infantile 
Grafologia 
Igiene scolastica 
Imitazione Cristo 
Logica 
Mitologia 



Psicologia 

Id. fisiologica 
Protezione animali 
Ortofrenia 
Religioni dell'India 
Sordomuto 



Arte militare, Nautica. 



Amatore oggetti d'art. 
Armi antiche 
Attrezzatura navale 
Canottaggio 
Codice cavalleresco 
Costruttore navale 
Disegno e costruz.navi 
Doveri macchin.navaL 



Duellante 
Esplodenti 
Filonauta 
Flotte moderne 
Ingegnere navale 
Macchinista navale 
Marine da guerra 
Marino 



Meccanica del macchi- 
nista di bordo 
Nautica stimata 
Pirotecnia 
Scherma 

Storia arte militare 
i Telemetria 
! Ufficiale 
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Letteratura, lànguìstica, Filologia. 



Àrabo parlato 
Arte del dire 
Conversaz. Ital.-Ted. 
Id. Ital.-Fran. 
Gorrisp. comm. italian. 

Id. Id. spagn. 
Id. Id. frane. 
Crittografia 
Dantologia 
Dialetti italici 

Id. grechi 
Dizion. abbrev. latine 

Id. bibliografico 

Id. Eritreo 

Id. Milanese 

Id. Tedesco 

Id. iztiiv.in4ling. 
Dottrina pop.in41ing. 
Enciclopedia Hoepli 
Esercizi greci 
Id. latini 
Id. di traduzione 

della gramm. frane. 
Esercizi di traduzione 

della gramm. tedesc. 
Filologia classica 
Florilegio poet. greco 
Fonologia italiana 

Id. latina 
Fraseologia francese 
Glottologia 
Grammatica albanese 



Grammat. dan.-norv. 

Id. ebraica 

Id- Francese 

Id. Galla (Orom.) 

Id. Greca 

Id. Greca-mod. 

Id. Inglese 

Id. Italiana 

Id. Latina 

Id. Olandese 

Id. Portoghese- 
Brasiliana 
Grammat. Rumena 

Id. Bussa 

Id. Slovena 

Id. Spagnuola 

Id. Svedese 

Id. Tedesca 

Id. Turca osm. 
Letteratura albanese 
Id. american. 
Id. araba 
Id. assira 
Id. catalana 
Id. dramm. 
Id. ebraica 
Id. egiziana 
Id. francese 
Id. greca 
Id. indiana 
Id. inglese 
Id. italiana 



Letteratura norveg. 
Id. persiana 
Id. provenz. 
Id. romana 
Id. spagnuol. 
Id. tedesca 
Id. ungheres. 
Id. slava 

Lingua gotica 

Lingue d'Africa 
Id. neo-latine 
Id. straniere 

Metrica d. greci e rom. 

Morfologia greca 
Id. italiana 

Omero 

Paleografia 

Relig. eling.di India 

Rettori ca 

Ritroica italiana 

Sanscrito 

Shakespeare 

Stilistica 

Tavole divina comm. 

Tigre 

Traduttore tedesco 

Verbi greci 
Id. latini 

Vocabol. lingua Russa 

Volapuk 



Acrobatica e atletica 

Alpinismo 

Amatore oggetti d'art 

Armonia 

Armi antiche 

Automobilista 

Ballo 

Biliardo 

Cacciatore 

Cane (Allevatore del) 

Canottaggio 

Canto (II) 

Cantante 



Musica, Sport. 

Cavallo 

Chitarra 

Ciclista 

Codice cavalleresco 

Dizionario alpino 
Id. filatetico 

Dizionario delle corse 

Duellante 

Filonauta 

Ginnastica femminile 
Id. maschile 
Id. (Storia d.) 

Giuochi ginnastici 



Infortuni d. montagna 

Lawn-Tennis 

Mandolinista 

Nuotatore 

Pianista 

Proverbi sul cavallo 

Scacchi 

Scherma 

Storia della musica 

Strumentazione 

Strumenti ad arco 



Elenco completo dei MANUALI HOEPLI 
disposti in ordine alfabetico per materia. 

L. e. 

Abitazione degli animali domestici, dei DQtt. u. Bakpi, 

di pag. xvi-372, con 168 incisioni 4 — 

Abitazioni — vedi Fabbricati civili. 

Abiti per signora (Confezione di) e l'arte del taglio, com- 
pilato da Emilia Cova, di pag. viii-91, con 40 tavole . 3 — 

Abbreviature — vedi Dizionario abbreviatnre — Dizionario ste- 
noerafico. 

Acetilene (L*) dei Dott. L. castellani di pag. XVI-126 . 2 — 

Acido solforico, Acido nitrico, Solfato sodico. Acido mu- 
riatico (Fabbricazione dell'), del Dott. V. Vender, di 
pag. yiu-312, con 107 incisioni e molte tabelle. . . . 3 50 

Acque (Le) minerali e termali dei Regno d'Italia, di Lniei 

TiOLi. Topografia - Analisi - Elenchi - Denominazione delle 
acque - Malattie per le quali si prescrivono - Comuni In 
cui scaturiscono - Stabilimenti e loro proprietari - Acque e 
fanghi in commercio - Negozianti d'acque minerali, di pag. 
XXlI-552 • . . 5 50 

— vedi anche Legislazione delle. 

Acrobatica e atletica di a. Zucca, di pag. xxx-26T, con 

100 tavole e 42 incisioni nel testo 6 50 

Acustica — vedi Lnce e suono. 

Adulterazioni e falsificazioni (Dizionario delle) degli ali- 
menti, del Dott. Prof. L. Gabba (è in lavoro la 2» ediz.). 

Agricoltore (Prontuario dell')- Manuale di agricoltura, eco- 
nomia, estimo e costruzioni rurali, del prof. V. Niccoli, 
2^ edizione riveduta ed ampliata, di p. xxyill-464 . . 5 50 

— (Il libro dell') Agronomia, agricoltura, industrie agricole 

del Dott. A. Bruttini, di pag. xx-446 con 308 figure . 3 50 
Agronomia, del Prof. Carega di Muricce, 8» ediz. rive- 
duta ed ampliata dall'autore, di pag. XIl-210 1 50 

Agronomia e agricoltura moderna, di G. Soldani, 2» ed. 

di pag. yni-416 con 134 incisioni e 2 tav. cromolit. . . 8 50 
Agrumi (Coltivazione, malattie e commercio degli), di A. 
Aloi, con 22 incisioni e 5 tavole cromolit., pag. xil-288 3 50 
• Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. Cantamessa 

di pag. xii-307, con 24 incisioni 3 — 

Alcool industriale, di G. Chiapetti. Produzione dell'al- 
cool industriale dal punto di vista «lell' agricoltura, appli- 
cazione dell'alcool denaturato alla fabbricazione dell'aceto 
e delle vinacce, alla produzione della forza motrice, al ri- 
scaldamento e alla illuminazione con 98 illustrazioni. (In 
lavoro). 

Algebra complementare, del Prof. s. Pincherle : 

Parte I. Analisi Algebrica^ di pag. viIi-174 . . . . 1 50 
Parte II. Teoria delle equazioni, pag. iv-169 con 4 ine. 1 50 
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Algebra elementare, del Prof. s. Pincheble, 8» edìz. di 
pag. vni-210 e 2 incisioni 1 50 

— (Esercizi di), del Prof. S. PiNCHERLE, di pag. vm-135, 
con 2 incisioni • 1 50 

Alighieri (Dante) — tedi Dantologia. 

Alimentazione, di G. Strafforello, di pag. vin-122 . 2 — 
Alimentazione del beetiame, dei Proff. Menozzi e Nic- 
coli, di pag. xvi-400 con molte tabelle 4 — 

AiSattamento — vedi Nutrizione del bambino. 

Alligazione per l'oro e per l'argento — vedi Leghe - Tavole. 

Alluminio (L'), di e. FORMENTI, di pag. XXVill-824 . . . 8 50 

Aloè — vedi Prodotti agricoli. 

Alpi (Le), di J. Ball, trad. di I. Cremona, pag. vi-120 . 1 50 

Alpinismo, di G. Brocherel, di pag. VIII-812 .... 8 — 

Amaigame — vedi Leghe metalliche. 

Amatore (L') di oggetti d'arte e di curiosità, di L. De 

Mauri, di 600 pag. adorno di numerose incis. e marche. 
Contiene le materie seguenti: Pittura - Incisione - Scoltura 
in avorio - Piccola scoltura - Vetri - IJfobili - Smalti - Ven- 
tagli - Tabacchiere - Orologi - Vasellame di stagno - Armi 
ed armature - Dizionario complementare dì altri infiniti og- 
getti d'arte e di curiosità, di pag. xll-580 6 50 

Amianto — vedi Imitazioni. 

Anagrammi. — vedi Enimmistica. 

Analisi chimica qualitativa di sostanze minerali e organiche 
e ricerche tossicologiche, ad uso dei laboratori di chimica in 
genere e in particolare delle Scuole di Farmacia, del Prof. P. 
E. Alessandri. 2» ediz. intieramente rifatta, di pag. xii- 
384, con 14 ine. numerose tabelle e 5 tav. cromolitograflche 5 — 

Analisi di sostanze alimentari. — vedi Chimica applicata all'Igiene. 

Analisi delle Urine. — vedi Chimica clinica. 

Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del Dott. 
M. Barth, traduzione del Prof. E. COMBONI, 2^ edizione 
italiana interamente riveduta ed ampliata dal traduttore, 
di pag. XVI- 140. con 8 ine. intercalate nel testo . . . 2 — 

Analisi volumetrica applicata ai prodotti commerciali e in- 
dustriali, del Prof. P. E. Alessandri, pag. x-342. con ine. 4 50 

Ananas. — vedi Prodotti agricoli 

Anatomia e fisiologia comparate, dei Prof. K. Besta, di 

pag. vn-218 con 84 incisioni 15 

Anatomia microscopica (Tecnica di), del Prof. D. Carazzi, 
di pag. xi-211, con 6 incisioni 15'" 
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L. e. 

Anatomia pittorica, del Prof. A Lombabdini, ^& ediz. ri- 
veduta e ampliata, di pag. viil-168, con 68 ine. ... 2 — 
Anatomia topografica, del Dott. Prof. e. falcone, di 

pag. xv-395, con 30 incisioni 3 — 

Anatomia vegetale, del Dottor a. Tognini, di pagine 

xvi-274 con 41 incisioni 3 — 

Animali da cortile, del Prof. P. Bonizzi, di pag. xiv-238 

con 39 incisioni. (Ln 2*' ediz. è in preparazione). 
Animali (Gli) parassiti dell'uomo, del Prof. F. Mercanti, 

di pag. iv-179, con 33 incisioni 1 50 

Antichità greche, del Prof. V. Inama. (In lavoro). 
Antichità private dei romani, del Prof. N. Moreschl 3' 

edizione interamente rifatta del Manuale di W. KOPP, di 

pag. xvi-181 con 7 incisioni 1 50 

Antichità pubbliche romane di J. a. Hubert, rifacimento 

delle antichità romane pubbliche, saere e militari di W. 

Kopp, traduzione del Dott. A. Wittgens, di pag. xiv- 

824, con 18 figure intercalate nel testo e una pianta. . 8 — 
Antisettici — vedi Medicatura antisettica. 
Antropologia, dei Prof. 0. Canestrini, 3<' ediz., di pag. 

vl-289 con 21 incisioni 1 50 

Antropometria, di S. Livi, di pag. yiu-237 con 32 incis. 2 50 
Apicoltura, del Prof. G. Canestrini, 3» ediz. riveduta di 

pag. rv-215 con 48 incisioni 2 — 

Appalti — vedi Ingegneria legale. 

Arabo parlato (L') in Egitto, grammatica, frasi, dialoghi 

e raccolta di oltre 6000 vocaboli del Prof. A. Nallino. 

(Nuova ediz. dall'Arabo volgare di De Sterlich e Die 

Khaddag) di pag. xxvni-386 4 — 

Araldica (Grammatica), di F. Tribolati, 4» ediz. rifatta 

da G. Di Crollalanza. (Tn lavoro). 
Aranci — vedi Agrumi. 

Archeologia. Arte Greca, dei Prof. i. gentile (esaurito). 

È in preparazione una nuova ediz. rifatta del Prof. S. RiCCl 

Archeologia e Storia dell'arte italica, etrusca e romana. 

8» ediz. intier. rifatta. Un voi. di testo con intr. bibliogr. 
ed appendici sulle ultime scoperte e questioni archeoL di 
pag. xxxiV-846 con 96 tav. nel testo a cura del Prof. S. 
Reggi e un voi. di 79 tav. e in. a cura del Prof. I. Gentile 7 50 
Architettura (Manuale di) italiana, antica e moderna, di 
A. Melani, 8» edizione rifatta con 131 incisioni e 70 
tavole di pag. xxvni-460 6 — 
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L. e. 
Argentatura — vedi G^alvanizzazione — Oalyanoplastica — Galva- 
noste^a — Metallocromia — Metalli preziosi — Piccolp indnstr. 

Aritmetica pratica, del Prof. Dott. P. Panizza. 2» edi- 
zione riveduta, di pag. viii-188 1 50 

Aritmetica razionaie, dei Prof. Dott. F. Panizza, 3» edi- 
zione riveduta di pag. xil-210 1 50 

— (Esercìzi dì), del Prof. Dott. P. Panizza, di p. vni-150 1 50 

Aritmetica (L') e Geometria deii'operaiq, di Ezio Giorli, 

di pag. xn-188, con 74 figure . 2 — 

Armi anticlie (Guida dei raccoglitore e dell'amatore di) di 
J. Gelli, di pag. vni-388, con 9 tavole fuori testo, 482 
incisioni nel testo e 14 tavole di marche 6 50 

Armonia (Manuale di), del Prof. G. Bernardi, con prefa* 
zione di E. Rossi di pag. xn-288 8 50 

Arte del dire (L'), di D. Ferrari, Manuale di rettorica 
per lo studente delle Scuole secondarie. 5* ediz. corr., (10, 
11 e 12 migliaio), pag. xvi-350 e quadri sinottici . . . 1 50 

Arte deiia memoria (L'), sua storia e teoria (parte scien- 
tiflca). Mnemotecnìa Triforme (parte pratica) del Generale 
B. Plebani, di pag. xxxiì-224 con 13 illustr 2 50 

Arte mineraria. — vedi Miniere (Coltivazione delle). 

Arte salutare — vedi Memoriale dei Medici pratici. 

Arti (Le) graficiie fotomeccaniclie, ossia la Eliografia nelle 
diverse applicaz. (Potozincotipia, fotozincografia, fotocro- 
molitografia, otolitografia, fotocoUografia, fotosilografia, 
tricromia, fotocollocromia, elioincisione, ecc! secondo i me- 
todi più recenti, con un Dizionarietto tecnico e un cenno 
storico sulle arti grafiche; 3» ediz. corr. e accresciuta ed 
in parte rifatta, con molte illustr. di pag. xvi-238 . . . 2 — 

Asfalto (L'), fabbricazione, applicazione, deiring. E. Ri- 
ghetti, con. 22 incisioni, di pag. vni-152 2 — 

Assicurazione in generale, di u. Gobbi, di pag. xu-308. 3 — 
Assicurazione sulla vita, di e. Pagani, di pag. viiei.. i 50 
Assicurazioni (Le) e la stima dei danni nelle aziende ru- 
rali, con appendice sui mezzi contro la grandine, del Dr. 
A. Capilupi, di pag. Vili-284, 17 incisioni 2 50 

Assistenza degl'infermi nell'ospedale ed in famiglia, dei 

Dott. C. Galliano, 2» ediz., pag. XXiv-448, 7 tav. . . . 4 50 

Assistenza dei pazzi nel manicomio e nella famiglia, del Dr. 

A. PiERACcmi, e prefaz. del prof. E. Morselli, pag. 250 2 ^^ 
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Astronomia, di J. N. Lockyer, nuova versione libera con 
note ed aggiunte del Prof. G. Celoria, 4» ediz., di pag. 
XI-258 con 51 incisioni 1 60 

Astronomia nautica, del prof. G. Naccabi, di pag. xvi- 

320, con 45 incis. e tav. numeriche . 8 — 

Atene. Brevi cenni sulla città antica e moderna, seguiti da 
un saggio di Bibliografia descrittiva e da una Appendice 
Numismatica, di 8. Ambbosoli, con un panorama e una 
pianta d'Atene, 22 tav. e varie incisioni nel testo . . . 8 50 

Atlante geografil>o-storico d'Italia, dei Dott. G. Gabollo, 

24 tav. con pag. viii-67 di testo e un'appendice ... 2 — 

Atlante geografico universale, dì R. Kiepebt, 26 carte 

con testo. Gli Stati della terra del Dott. G. Garollo. 
W- ediz. aumentata e corretta (dalla 91.000» alla 100.000» 
copia) pag. vill-88 2 — 

Atletica — vedi Acrobatica. 

Atmosfera — vedi Igroscopi e igrometri. 

Attrezzatura, manovra navale, segnalazioni marittime 
e Dizionarietto di Marina, di F. Imperato, 3» edizione 

ampliata, di pag. xxiv-648, con 880 incis. e 28 tav. in 

cromolit. riproducenti le bandiere maritt. di tutte le naz. 6 50 
Autografi (L'amatore d'), del conte E. Budan con 861 fac 

simili di pag. xiV-426 4 50 

Autografi (Baccolte e raccogiit. di) in Italia di C. Vanbian- 

CHl, di pag. XVI 876, 102 tav. di facsimili d'aut. e rit. . 6 50 

Automobilista (Nanuaie dell') e guida del meccanico con- 
duttore d'automobili. Trattato sulla costruzione dei vei- 
coli semoventi, dedicato agli automobilisti italiani, agli 
amatori d'automobilismo in genere, agli inventori, ai di- 
lettanti di meccanica ciclistica, ecc., di G. Pedretti, di 
pag. xxiv-480, con 181 incisioni 5 50 

Avicoltura — vedi Animali da cortile — Colombi — Pollicoltura. 

Avvelenamenti — vedi Veleni. 

Bachi da seta, del Prof. F. Nenci. 8» ediz. con note ed 
aggiunte, di pag. xii-800, con 47 incis. e 2 tav. . . . 2 50 

Balistica — vedi Armi antiche — Esplodenti — Pirotecnia — Sto- 
ria dell'arte militare. 

Ballo (Manuale del) di F. Gavina, di pag. viii-249, con 92 
figure. Contiene: Storia della danza - Balli girati - Co- 
tillon - Danze locali - Feste di ballo - Igiene liei ballo. 2 50 

Bambini — vedi Nutrizione dei — Ortofrenia — Terapia. 

Barbabietola da zuccfiero — vedi Zacchero. 
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Batteriologia, dei Professori Q. e N. Canestrini, 2* ediz. 
in gran parte rifatta, di pag. x-274 con 37 incis. . . . 1 50 

Beneficenza (Manuale delia), del Dott. L. Castiglioni, con 
appendice sulle contabilità delle istituzioni di pubblica 
beneficenza, del Rag. G. Rota, di pag. xvi-340. . . . 3 50 

Bestiame (ll) e l'agricoltura in Italia, del Prof. e. Al- 
berti, 'di pag. Vin-312, con 22 zincotlpie 2 50 

Biancheria (Disegno, taglio e confezione di), Manuale teo- 
rico pratico di E. Bonetti, con un Dizionario di nomen- 
clatura, 2* edizione riveduta e aumentata, di pag. xvi- 
202 con 50 tavole illustrative e 5 prospetti 3 — 

Bibbia (Man. della), di 6. M. Zampini, di pag. xu-308 . 2 50 

Bibliografia, di G. Ottino, 2» edizione riveduta, di pag. 
IV-166, con 17 incisioni 2 — 

Bibliotecario (Manuale del), di G. Petzholdt, tradotto 
sulla 8» edizione tedesca, con un'appendice originale di 
note illustrative, di norme legislative ed amministrative 
e con un elenco delle pubbliche biblioteche italiane e stra- 
niere, per cura di G. BiAGi e G. Fumagalli di pagine 
XX-364-CCXIII 7 50 

Biliardo (il giuoco del), di J. Gelli, di pag. xv-179, con 
79 illustrazioni 2 50 

Biografia — vedi Cristoforo Colombo — Dantologia — Dizionario 
biografico — Manzoni — Napoleone I — Omero — Shakespeare. 

Biologia animale (Zoologia generale e speciale) per Natu- 
ralisti, Medici e Veterinarii del Dott. G. Collamarini, 
di pag. x-426 con 23 tavole 3 - 

Bollo -- vedi Codice del bollo — Leggi registro e bollo. 

Bonifiche (Manuale amministrativo delle) di C. Mezza- 
notti. (In lavoro). 

Borsa (Operaz. di) — vedi Debito, pubblico — Valori pubblici. 

Boschi — vedi Selvicoltura. 

Botanica, dei Prof. I. D. Hooker, traduzione del Prof. N. 
Pedicino, 4» ediz., di pag. vin-134, con 68 incisioni . 1 50 

Botti — vedi Enologia. 

Bronzatura — vedi Metallocromia — Galvanostegia. 

Bronzo — vedi Leghe metalliche. 

Buddismo, di E. PavoliNI, di pag. XVI-164 1 50 

Burro — vedi Latte — Caseificio. 

Cacciatore (Manuale del), di G. Franceschi, 2^ edizione 
rifatta, di pag. xiii-315, con 41 incisioni 2 50 

Cacio — vedi Bestiame — Caseificio — Latte, ecc. 

Caffo — vedi Prodotti agricoli. 
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Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in ceme^iti armati, di a. 

Vacchelli, di pag. xvi-312, con 210 incis. (È in lavoro 

la 2^ edizione). 
Calci e Cementi (impiego delle), per ring. L. Mazzocchi 

di pag. xn-212 con 49 incisioni 2 — 

Calcolazioni mercantili e bancarie — vedi Conti e Calcoli fatti — 

Interesse e sconto — Prontuario del ragioniere — Monete, 

pesi e misure inglesi. 

Calcolo infinitesimale, del Prof. E. Pascal: 

Parte I. Calcolo differenziale, di pag. ix-316 con 10 
incisioni. (È in preparazione la 2" edizione). 
„ IL Calcolo integrale, di pag. Vl-318 con 15 ine. 3 — 
„ III. Calcolo delle variazioni e calcolo delle dif- 
ferenze finite, di pag. Xll-300 ... * . 3 — 
— Esercizi di calcolo infinitesimale (Calcolo differenziale 
e integrale), del Prof. E. Pascal, di pag. xx-372 . . . 3 — 

Calderaio pratico e costruttore di caldaie a vapore, e 

di altri apparecchi industriali, di G. Belluomini, di pag. 
xn-248, con 220 incisioni. 3 — 

Calligrafia (Manuale di). Cenno storico, cifre numeriche, 
materiale adoperato per la scrittura e metodo d'insegna- 
mento, con 55 tavole di modelli dei principali caratteri 
conformi ai programmi, del Prof. R. Percossi, con 88 
facsimili di scritture 3 — 

Calore (II), dei Dott. e. Jones, trad. di U. FORNARl, di 
pag. vni-296, con 98 incisioni 3 — 

Cancelliere — vedi ConciUatore. 

Candele — vedi Industria stearica. 

Cane (Manuale dell'amatore ed allevatore del), di Angelo 
Vecchio, di pag. xvi-403, con 129 ine. e 51 tav. . . 6 50 

Canottaggio (Manuale di), del Cap. G. GROPPI, di pagine 
xxiV-456, con 387 incis. e 91 tav. cromoUt 7 50 

Cantante (Man. del), di L. Mastrigli, di pag. xn-132 . 2 — 

Cantiniere (II). Manuale di vinificazione per uso dei canti- 
nieri, di A. Strucchi, 3^ edizione riveduta ed aumentata, 
con 52 incisioni unite al testo, una tabella completa per 
la riduzione del peso degli spiriti, ed un'Appendice sulla 
produzione e commercio del vino in Italia, di pag. xvl-256 2 — 

Canto (li) nel suo meccanismo, di p. guetta, di p. vni- 

253, con 24 incisioni 2 50 

Carborundum — vedi Imitazioni. 
lìarburo di calcio — vedi Acetilene. 



« 
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Carta (Industria della), dell'Ing. L. Sartori, di pag. vii- 
826, con 106 incisioni e 1 tavola 5 50 

Carte fotografiche, Preparazione e trattamento, di L. Sassi, 
di pag. xn'858 3 50 

Carte geografiche — vedi Atlante. 

Cartografia (Manuale teorico-pratico della), con un sunto 
della storia della Cartografia, del Prof. E. Gelcich, di 
pag. vi-257, con 87 illustrazioni 2 — 

Casa (La) dell'avvenire, deiring. pedrini. (in lavoro). 

Case coloniche — vedi Economia fabbricati rurali. 

Caseificio, di L. Manetti, ^^ ediz. nuovamente ampliata • 

dal Prof. Gt. Sartori, di pag. viii-256, con 40 incis. . 2 — 

Catasto (Il nuovo) Italiano, di E. bruni, di pag. vii-B46 . 8 - 

Cavallo (II), del Colonnello C. Volpini, 2» edizione rived. 
ed ampliata di pag. vi-165, con 8 tavole 2 50 

Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, immersione, ri- 
parazione, deiring. E. Jona, di pag. xvi-888, 188 fig. e 
1 carta delle comunicazioni telegrafiche sottomarine . . 5 50 

Cedri — vedi Agrumi. 

Celeri Diensura e tavole logaritmiche a quattro decimali del- 
l'Ing. P. BORLETTI, di pag. Vl-148, con 29 incisioni . . 3 50 

Celeriniensura (Manuale e tavole di), deiring. G. Orlandi, 
di pag. 1200, con quadro generale d'interpolazioni . . .18 — 

Celluloide — vedi Imitazioni. 

Cementazione — vedi Tempera. 

Cementi armati — vedi Calcestruzzo — Calci e cementi. 

Ceralacca — vedi Vernici e lacche. 

Ceramiche — vedi Maioliche e porcellane — Fotosmaltografìa. 

Chimica, dei Prof. H. E. RoscOE, 5* edizione rifatta da E. 
Ricci, di pag. Xll-228, con 47 incisioni 1 50 

Chimica agraria, di a. Aducco, p. viii-828, 2» ed. (in lav.). 

Chimica analitica (Elementi scientifici di), di W. OSTWALD, 
trad. del Dott. BOLIS, di pag. xvi-234 2 50 

Chimica applicata all'igiene. Guida pratica ad uso degli 
Ufficiali sanit.. Medici - Farmacisti - Commercianti - Labo- 
ratori d'igiene, di merciologia, ecc., di P. E. Alessandri, 
di pag. xx-515, con 49 incisioni e 2 tav. 5 50 

Chimica clinica, del Prof. R. Supino, di pagine xn-202. . 2 — 

Chimica delle sostanze coloranti, di A. Pellizza. (in 
lavoro). 

Chimica legale, (Tossicologia), di N. Valentini, di pa- 
gine xiI-243 2 50 

Chimico (Manuale del) e dell'industriale. Raccolta di ta- 
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belle, di dati fisici e chimici e di processi d'analisi tecnica, 
ad uso dei chimici analitici e tecnici, dei direttori di fab- 
briche, dei fabbricanti di prodotti chimici, degli studenti di 
chimica, ecc., ecc., del Dottor L. Gabba, 8* edizione ai^- 
pliata, riveduta ed arricchita delle tavole analitiche di 
H. WiLL, di pag. xix-457, con 12 tavole 5 50 

Chirurgia operativa (Man. di), dei Dottori B. Stecchi e A. 
Garbini, di pag. vin-322, con 118 incisioni 3 — 

Chitarra (Manuale pratico per lo studio della), di A. Pisani, 
di pag. xvi-116, con 36 figure e 25 esempi di musica. . . 2 — 

Ciclista, di I. Ghebsi, 2'' ediz. complet. rifatta del " Manuale 
del Ciclista „ di A. Galante, di pag. 244, 147 ine. . . . 2 50 

Cimiteri — vedi Ingegneria legale. 

Classificazione delle scienze, di e. Trivero, p. xvi-292 . 3 — 

Climatologia, di L. De Marchi, pag. x-204 e 6 carte . . . 1 50 

Croruro di sodio — vedi Sale. 

Codice cavalleresco italiano (Tecnica dei duello), di J. 
Gelli, 9» ediz. rifatta, di pag. xvi-288 2 50 

Codice del bollo (il). Nuovo testo unico commentato colle 
risoluzioni amministrative e le massime di giurispru- 
denza, ecc., di E. Corsi, di pag. c-564. . . . . . . . 4 50 

Codice civile del Regno d'Italia, accuratamente riscon- 
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato 
dal Prof. Avv. L. Franchi, 2» ediz. di pag. 232 . . . 1 50 

Codice di commercio, accuratamente riscontrato sul testo 
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. 
L. Franchi, 2» ediz. di pag. iv-158 1 50 

Codice daziario, di G. De Sanio. (In lavoro). 

Codice doganale italiano con commento e note, deii'Aw. 
E. Bruni, di pag. xx-1078 con 4 ine 6 50 

Codice di marina mercantile, secondo il testo ufficiale, 

corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. L. Fran- 
chi, 2» ediz. di pag. iv-290 1 50 

Codice metrico internazionale — vedi Metrologia. 

Codice penale e di procedura penale, secondo il testo 

ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. 

L. Franchi, 2» ediz. di pag. iv-230 1 50 

Codice penale per l'esercito e penale militare maritti- 
mo, secondo il testo ufficiale, corredato di richiami e coor- 
dinato dal Prof. Avv. L. Franchi, 2» ediz. di pag. 179 . . 1 50 

Codice del perito misuratore. Raccolta di norme e dati 
pratici per la misurazione e la valutazione d'ogni lavoro 
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edile, prontuario per preventivi, liquidazioni, collaudi, pe- 
rizie, arbitramenti, degli Ingegn. L. Mazzocchi e E. Mar- 

ZORATI, di pag. xni-498 con 116 illustrazioni 5 50 

Codice di procedura civile, accuratamente riscontrato sul 
testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. 

Aw. L. FRANCHI, 2» ediz. di pag. 167 1 50 

Codice del teatro (il). Vade^mecum legale per artisti lirici 
e drammatici, impresari, capicomici, direttori d'orchestra, 
direzioni teatrali, agenti teatrali, gli avvocati e per il pub- 
blico, dell'Avv. TabaNelli, di pag. xvi-328 3 — 

Codici e leggi usuali d'Italia, riscontrati sul testo ufficiale 
coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. Franchi, raccolti in ' 
quattro grossi volumi legati in pelle flessibile 86 — 

Voi. I. Codice civile - di procedura civile - di commercio 
- penale - procedura penale - della marina mercantile - pe- 
nale per l'esercito - penale militare marittimo (otto codici) 
2» edizione, di pag. vni-1261 8 50 

Voi. U. Parte I. Leggi usuali d'Italia. Raccolta coordinata 
di tutte le leggi speciali più importanti e dì più ricorrente 
ad estesa applicazione in Italia; con annessi decreti e rego- 
lamenti e disposte secondo l'ordine alfabetico delle mater 
Dalla voce " Abbordi in mare „ alla voce " Istruz. pubblica 
(Legge Casati), , di pag. vni-1364 a 2 colonne 9 - 

Voi. II. Parte II. Dalla voce : Laghi pubblici alla voce : 
Volture catastali con appen., pag. vm-1369-2982 a 2 col. 12 — 

Voi. III. Leggi e convenzioni sui diritti d'autore, rac- 
colta generale delle leggi italiane e straniere e di tutti 
i trattati e le convenzioni esistenti fra l'Italia ed altri 
Stati a cura della Società italiana degli autori, 2» edi- 
zione interamente rifatta dal prof. L. Franchi, di pagine 
vn-617, legato in tutta pelle flessibile 6 50 

Cognac (Fabbricazione del) e dello Spirito di vino e distil- 
lazione delle fecce e delle vinacce, di dal Piaz, cor- 
redato di annotazioni del Cav. G. Prato, di pag. x-168, 
con 37 incisioni 2 — 

Coleotteri italiani, del Dott. a. Griffini, (Entomologia I) 
di pag. xvi-334, con 215 ine. . . , 3 — 

Collezioni — vedi Amatore d'oggetti d'arte — Amatore di maioli- 
che — Armi antiche — Autografi — Dizionario filatelico. 

Colombi domestici e colombicoltura, del Prof. P. Bonizzi, 

2» edizione rifatta a cura della Società Colombifila fioren- 
tina, di pag. x-211, con 26 figure 2 — 
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Colorazione dei metalli — vedi Metallocromìa. 

Colori (La scienza dei) e la pittura, di L. Guaita, p. 248 . 2 — 

Colori e vernici, di G. Gobini, 3* ediz. totaifflente rifatta, 
per cura di G. Appiani, di pag. x-282, con 13 incisioni 2 — 

Combustibili — vedi Imitazioni. 

Commedia — vedi Letteratura drammatica. 

Commerciante (xManuale dei) di C. DOMPÉ (In lavoro). 

Commercio, (Storia dei) di E. LARICE, di pag. 368 . . . 3 — 

Commercio — vedi Codice — Corrispondenza commerciale — Com- 
putisteria — Geografia commerciale — Industria zucchero — 
Mandato — Merciologia — Produzione e commercio del vino — 
Ragioneria — Scritture d'aflfari — Trasporti e Tariffe — Conti 
fatti — Monete. 

Compensazione degli errori con speciale applicazione ai 

rilievi geodetici, di p. grotti, pag. iv-860 2 — 

Complementi di geometria elementare, del Prof, di e. 

Alasia (In lavoro). 
Compositore-tipografo (Manuale dell'allievo), di S. Landi — vedi 
Tipografia, voi. II. 

Computisteria, del Prof. V. Gitti: 

Voi. I. Compustiteria commerciale, 5» ediz., (9 e 10<> 

migliaio) di pag. iv-184 1 50 

Voi. II. Computisi finanziaria, 3» ediz., pag. vin-166 . . 1 50 
Computisteria agraria, del Prof. L. Petri, seconda edizio- 
ne rifatta, di pag. viii-2 10 ... 1 50 

Comuni del Regno d' Italia — vedi Dizionario. 

Concia delle pelli ed arti affini, di G. Gorini, 3» edizione' 
interamente rifatta dal Dott. G. B. Franceschi e G. Ven- 
TtlROLi, di pag. ix-210 . . . , 2 — 

Conciliatore (Manuale del), dell' Avv. G. Pattaccini. Guida 
teorico-pratica con formulario completo pel Conciliatore, 
Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di eause. 3* edizione 
ampliata dall'autore e messa in armonia con l'ultima legge 
28 luglio 1895, di pag. x-465 8 — 

Concimi, del Prof. A. FUNARO, 2» edizione rinnovata e ac- 
cresciuta, di pag. xil-266 2 — 

Concimi fosfatici — vedi Fosfati — Chimica agraria. 

Confezione d'abiti — vedi Abiti. 

Coniglicoltura pratica, di G. Licciardelli, di pag. vm- 
178, con 141 incisioni e 9 tavole in sincromia. (È in pre- 
parazione la 2* edizione). 

Conservazione delle sostanze alimentari, di G. Gorini, 
3» edizione intieramente rifatta dai Dott. G. B. France- 
schi e G. Venturoli, di pag. vin-256 2 — 

Consigli pratici — vedi Ricettario domestico — Industriale — Soc- 
corsi d'urgenza. 

'stabilità comunale, secondo le nuove disposizioni legi- 
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slative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 e R. 

Decr. 6 luglio 1890), del Prof. A. De Brun, pag. vin-186 . 1 50 
Contabilità domestica, Nozioni amministrativo-contabili ad 

uso delle famiglie e delle scuole femminili, del Rag. 0. 

Bergamaschi, di pag. xvi-186 1 50 

Contabilità generale dello Stato, deii'Avv. E. Bruni, 2<' 

edizione rifatta, pag. xvi-420 3 — 

Contabilità deiie istituzioni di p. beneficenza — vedi Beneficenza. 
Conti e calcoli fatti, deiring. I. Ghersi, 93 tabelle e istru- 
zioni pratiche sul modo di usarle. (Misure, Pesi, Monete, 
Termometro, Gas e Vapori, Areometri, Alcoolometri, Solu- 
zioni zaccherìne, Pesi specifici, Legnami, Carboni, Metalli, 
Divisioni del tempo, Paga giornaliera. Interessi e Annualità, 
Rendita, Potenze e Radici, Poligoni e Poliedri regolari. Sfe- 
ra, Circolo, Divisione della cireonf., Pendenza, pag. 204. . 2 50 
Contratti agrari — vedi Mezzeria. 

Conversazione italiana e tedesca (Manuale di), ossia guida 

completa per chiunque voglia esprìmersi con proprietà e 
speditezza in ambe le lingue, e per servire di vade mecv/m 
ai viaggiatori, di A. Fiori, 8» edizione rifatta da G. Catta- 
neo, pag. xiv-400 3 50 

Conversazione italiana-francese — V. Fraseologia 

Cooperative rurali, di credito, di lavoro, di produzione, di 
assicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, di acquisto 
di materie prime, di vendita di prodotti agrari. Scopo, costi- 
tuzione, norme giuridiche, tecniche, amministrative, compu- 
tistiche, di V. Niccoli, pag. viii-362 3 50 

Cooperazione nella sociologia e nella legislazione, di F. 

VIRGILII, pag. xn-228 1 50 

Corrispondenza commerciale poliglotta, di G. Frisoni, 

compilata su di un piano speciale nelle lingue italiana, 
francese, tedesca, inglese e spagnuola, di cui ciascuna for- 
ma in sé stessa l'originale e le altre ne sono la traduzione 
la chiave : 

L — PARTE ITALiANA: Manuaie di Corrispondenza Commerciaie 
italiana corredato di facsimiii dei vari documenti di pratica 
giornaliera, seguito da un Glossario delle principali voci ed 
espressioni attinenti al Commercio, agli Affari marittimi, alle 
Operazioni baocarie ed alla Borsa, ad uso delle Scuole, dei 
Banchieri. Negozianti ed Industriali di qualunque nazione, ohe 
desiderano abilitarsi alla moderna terminologia e nella corretta 
fraseolagia mercantile Italiana, di pag. xx-444 4 — 

II. — PARTE SPAGNUOLA: iRanuai de Correspondencia Comercial 
Espanoia, accompaàado de facsimiles de los varios documentos 
de uso cotidiano, seguido de un Diccionario Espaùol-Italiano 
qua contiene las principales voces erapleados en los Negocios 
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mercantiles y maritimos y los terminos mas ìmportantes del 
Banco, de la Contabilìdad y de la Bolsa, compnesto para nso 
de las Escuelas, de los Banqueros, Negociante é Industrialeg de 
cualqniera nación que desean habilìtarse en la moderna termi- 
nologia y en la corriente fraseologia mercantil espanola,p. xx-440. 4 — 

III. — PARTE FRANCESE : Manuel de Correspondance commerciale 
fran^aise, accompagné des fac-sìmiles des dìfferents docnments 
d'nsage quotidien, snivl d'nn Dictionnaire commercial fran^ais- 
italien contenent les principales expresslcns du langage mer- 
cantil et maritlmes et les termes les plus importants de Banque 
de comptabilité, de Bonrse' et De Chemins de Fer, à l' nsage 
des Ecoles, des Banquiers, des Négocìants et Industrìels qni 
derivent se perfectionner dans la terminologie moderne et dans 
la pliraséologie mercantile fran^aise de nos jonrs, di pagine , 
xvi-446 4 — 

Corrispondenza in cifre — vedi Crittografia. 

Corse — vedi Dizion. dei termini delle — Cavallo — Proverbi. 

Cosmografia. Uno sguardo alVUniverso^ dì B.M.LaLet A, 
pag. xii-197, con 11 incisioni e 8 tavole ...*... 1 50 

Costituzione degli Stati — vedi Diritti e doveri — Ordinam. 

Costruttore navale (Manuale del), di G. Rossi, pag. xvi- 
517, con 231 fig. intercalate nel testo e 65 tabelle. ... 6 — 

Costruzioni — vedi Fabbricati rurali. 

Cotoni — vedi Prodotti agricoli. 

Crenoore di tartaro — vedi Distillazione. 

Cristallo — vedi Specchi. 

Cristallografia geometrica, fisica e chimica, applicata ai 

minerali, di E. Sansoni, p. xvi-367, 284 ine. nel testo . 8 — 
Cristo — vedi Imitazione di Cristo. 

Cristoforo Colombo, di v. Bellio, pag. iv-i36 e io incis. . i 50 

Crittogame — vedi Funghi — Malattie crittogamiche — Tartufi. 

Crittografia (La) diplomatica, militare e commerciale, ossia 
l'arte di cifrare e decifrare le corrispondenze segrete. Sag- 
gio del conte L. GiOPPi, pag. 177 8 50 

Cronologia delle Scoperte Geografiche dall'anno 1492 a 

tutto l'anno 1900 del Prof. L. Hugues. (In lavoro).* 
Cronologia — vedi Storia e cronologia. 
Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G. Belluo- 

Mmi, 4" ediz. corretta ed accresciuta, pag. 220 2 50 

Cuoio — vedi Concia delle pelli — Imitazioni. 
Curiosità — vedi Amatore di oggetti d'arte — Maioliche e porcel- 
lane — Armi antiche — Autografi. 

Curve circolari e raccordi. Manuale pratico per il traccia- 
menta delle curve in qualunque sistema e in qualsiasi caso 
particolare nelle ferrovie, strade e canali e per il computo 
generali dei raccordi circolari con speciali applicazioni al 
tracciamento dei raddoppi del Binario delle derivazioni e 
degli scambi ferroviari (In sostituzione del manuale del 
Kronhke), di C. Ferrario, pag. xi-264, con 94 incis. . . 8 50 
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Dantologia, del Bott. 3. A. Scabtazzini, 2<^ edizione. Vita 
e Opere di Dante Alighieri, pag. vi-408 3 — 

Danze — vedi Ballo. 

Datteri — vedi Prodotti agricoli. 

Debito (II) pubblico italiano. Regole e modi per le operazioni 
sui titoli che lo rappresentano, di F. AzzoNi, pag. viii-376 3 — 

Decorazione dei metalli — vedi Metallocromia. 

Decorazioni del vetro — vedi Specchi ^ Fotosmaltologia. 

Decorazioni e industrie artistiche, dell'Architetto a. Me- 

LANI, 2 volumi, dag. xx-460, con 118 incisioni 6 — 

Denti ~ vedi Igiene della bocca. 

Determinanti e applicazioni, di E. Pascal, pag. vn-330 . 3 — 

Diagnostica — vedi Semeiotica. 

Dialetti italici. Grammatica, iscrizione, versione e lessico, 

di 0. Nazari, pagine xvi-364 3 — 

Dialetti letterari greci (epico, neo-ionico, dorico, eolico), 

del Pof. G. Bonino, pag. xxxn-214 1 50 

Didattica per gli alunni delle Scuole normali e pei maestri 

elementari, del Pof. G. Soli, pag. vni-314 1 50 

Digesto (li), del Prof. G. FERRINI, pag. iv-134 1 50 

Dilettanti di pittura — vedi Pittura ad olio. 

Dinamica elementare, di G. Cattaneo, p. viii-i46, 25 fig. i 50 

Dinamite — vedi Esplodenti. 

Diritti e doveri dei cittadini, secondo le istituzioni dello 

stato, per uso delle pubbliche Scuole, del Prof. D. Maf- 
FiOLi, 10* edizione, (dal 26 al SO® migliaio) con una appen- , 
dice sul Codice penale, pag. xvi-229 1 50 

Diritti d'Autore — vedi Leggi sai. 

Diritto amministrativo, giusta i programmi governativi 
ad uso degli Istituti tecnici, di G. Loris, 4* edizione, 
pag. xx-521 3 — 

Diritto civile (Compendio di), del Prof. G. LORIS, giusta i 
programmi governativi ad uso degli Istituti tecnici, 2* ediz. 
riveduta, corretta ed ampliata, pag. xvi-385 3 — 

Diritto civile italiano, di e. Albicini, p. vin-i28 . . . i 50 

Diritto commerciale Italiano, dei Prof. E. Vidari, 2» edi- 
zione diligentemente riveduta, pag. x-448 3 — 

Diritto comunale e provinciale — vedi Contabilità comunale — Di- 
ritto amministrativo — Legge comunale. 

Diritto costituzionale, dell' Aw. Prof. F. P. CONTUZZI, 2» 
edizione, pag. xvi-370 8 — 

Diritto ecclesiastico, di g. Olmo, pagine xii-472. ... 3 — 
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Diritto internazionale privato, dell' Aw. Prof. F. P. Con- 

TUZZI, pagine XVl-322 3 — 

Diritto internazionale pubblico, deiiAw. Prof. f. p. con- 

TUZZi, pagine xii-320 3 - 

Diritto penale, deirAw. A. stoppato, 2» ediz., (in lavoro) 
Diritto penale romano, di e. Ferrini, pag. viii-360. . . 3 — 
Diritto romano, di e. Ferrini, 2» ediz. rif., pag. xvi-178 . 1 50 
Disegnatore meccanico e nozioni tecniche generali di Arit- 
metica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resistenza dei 
materiali. Apparecchi idraulici. Macchine semplici ed a va- 
pore. Propulsori, per G. Goffi, 2» edizione riveduta, pagine 

XXi-435, con 368 figure 5 — 

Disegno. I principii del Disegno, del Prof. C. BoiTO. 4» edi- 
zione, pag. iv-206, con 61 silografie 2 — 

Disegno (Grammatica del). Metodo pratico per imparare il 
disegno, di E. Ronchetti, di pag. vi-190, con 34 figure, 
62 schizzi intercalati nel testo e un atlante a parte con 
45 lavagnette, 27 foglietti e 34 tavole. (Indivisibili) . . 7 50 

Disegno assonometrico, del Prof. P. Paoloni, pag. iy-122, 

con 21 tavole e 23 figure nel testo 2 — 

Disegno geometrico, del Prof. A. antilli, 2» ed., pag. vin- 

88, con 6 figure nel testo e 27 tavole litografiche'. . . . 2 — 

Disegno, Teoria e Costruzione delle Navi, ad uso dei Pro- 
gettisti e Costruttori di Navi - Capi tecnici. Assistenti e Di- 
segnatori navali - Capi operai carpentieri - Alunni d'Istituti 
Nautici, di E. GiORLi, pag. viii-288, con 810 incisioni . . 2 50 

Disegno industriale, di e. Giorli. Corso regolare di dise- 
gno geometrico e delle proiezioni. Degli sviluppi delle su- 
perfici dei solidi. Della costruzione dei principali organi 
delle macchine. Macchine utensili. 3» ediz., pag. viii-152, 
con 300 problemi risolti e 448 figure 2 50 

Disegno di proiezioni ortogonali, del Prof. D. Landi, di 

pagine vui-152, con 192 incisioni 2 — 

Disegno topografico, del Capitano G. Bertelli, 2» ediz., 

pagine, vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni 2 — 

Disinfezione (La pratica della) pubblica e privata per i Dot- 
tori P. E. Alessandri e L. Pizzini, 2» edizione, pag. viii- 
258, con 29 incisioni 2 50 

Distillazione delle Vinacce, e delle frutta fermentate. 
Fabbricazione razionale del Cognac. Estrazione del 
Cremore dì Tartaro ed utilizzazione di tutti i resi- 
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dui della distillazione, di M. Da Ponte, 2" edizione ri- 
fatta, , contenenti le leggi italiane sugli spiriti e la legge 
Austro-Ungarica, pag. xii-875, con 68 incisioni . . . . 8 50 

Diiteri italiani, di Paolo Lioy {Entomologia III\ pag. 
vn-356, con 227 incisioni 8 — 

Dizionario alpino italiano. Parte l": Vette e valichi ita- 
liani, deiring. E. Bignami-Sormani. — Parte 2*: Valli 
lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. C. Sco- 
LABI, pag. XXll-310 3 50 

Dizionario di abbreviature latine ed italiane usate nelle 
earte e codici specialmente del Medio Evo, riprodotte 

con oltre 13000 segni incisi, aggiuntovi un prontuario di 
Sigle Epigrafiche. I monogrammi, la numerizzazione ro- 
mana ed arabica e i segni indicanti monete, pesi, misu- 
re, ecc., per cura di Adriano Cappelli, Archivista-Pa- 
leografo presso il R. Archivio di Stato in Milano, pagine 
Lxn-4d3, con elegante legatura in cromo 7 50 

Dizionario bibliografico, di e. arlia, pag. loo . . . . i 50 
Dizionario Biografico Universale, dei Professor Dottor 

G. Garollo. (In lavoro). 

Dizionario dei comuni del Regno d'Italia, secondo il Cen- 
simento del 10 febbraio 1901, compilato da B. Santi, di 
pag. XLVi-175 3 — 

Dizionario Eritreo (Piccolo) Italiano-Arabo-Amarico, rac- 
colta dei vocaboli più usuali nelle principali lingue parlate 
nella Colonia Eritrea, di A. Allori, pag. xxxiii-203 . . 2 50 

Dizionario filatelico, per il raccoglitore di francobolli con 
introduzione storica e bibliografica, di J. Gelli, 2» ediz., 
con Appendice 1898-99, pag. LXiii-464 4 50 

Dizionario fotografico pei dilettanti e professionisti, con ol- 
tre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi e 600 formule di 
L. GIOPPI, pag. viiI-600, 95 incisioni e 10 tavole . . . . 7 50 

Dizionario geografico universale, del Prof. Dott. G. Ga- 
rollo, 4* edizione del tutto rifatta e molto ampliata, di 
pagine xil-1451 10 - 

Dizionario gotico — vedi Lingua gotica. 

Dizionario milanese-italiano e repertorio italiano-mila- 
nese, di Cletto Arrighi, pag. 912, a 2 colonne, 2» ediz. 8 50 

Dizionario Numismatico — vedi Vocabolarietto numismatico. 

Dizionario rumeno — vedi Grammatica rumena. 

Dizionario stenografico. Sigle e abbreviature del sistema 
Gabelsberger-Noe, di A. Schiavenato, pag. xvi-loG . . 1 
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Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco- 

itaiiano, compilato sai migliori vocabolari moderni e prov- 
visto d'un'accurata accentuazione per la pronuncia dell'ita- 
liano, di A. Fiori, 3^ edizione, pag. 798i completamente ri- 
fatta dal Prof. G. CATTANEO 3 50 

Dizionario tecnico in quattro lingue deiring. E. Webbeb, 
4 volumi: 
Voi. I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, 2» ediz. com- 
pletamente riveduta e aumentata di circa 2000 ter- 
mini tecnici, pag. xn-553 6* — 

Voi. II. Deutsch-Italienisch-Franzòsisch-Englisch, (esau- 
rito, è in lavoro la 2» edizione). 
Voi. III. FranQaìs-Italien-AUemand-Anglais, pag. 509 . .4 — 
Voi. IV. Englisch-Italian-German-French, pag. 659. . .6 — 

Dizionario (Piccolo) dei termini deiie corse, di o. Vol- 
pini, di pagine 47. (Esaurito). 
Dizionario turco — vedi Grammatica turca. 

Dizionario universale delie lingue italiana, tedesca tn- 

giese e francese, disposte in unico alfabeto, 1 volume di 
pag. 1200 a 2 colonne ■. . 8 — 

Dizionario VoiapOic — vedi Volapiik. 

Dogane — vedi Codice doganale — Trasporti e tariffe. 

Doratura — vedi Qalvanizzaz. — Oalvanostegia — Metallocromia. 

Dottrina popolare, in 4 lingue, (Italiana, Francese, Inglese 
e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e proverbi, 
raccolti da G. Sessa, 2» edizione, pag. iv-112 2 — 

Doveri del macchinista navale, e condotta delia macchina 

a vapore marina ad uso dei macchinista navali e degli Isti- 
tuti nautici, di M. LlGNAROLO, pag. XVl-303 2 50 

Drammi — vedi Letteratura drammatica. 

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice cavalleresco, 
di J. Gelli, 2» edizione, pag. viii-256, con 26 tavole. . . 2 50 

Ebanista — vedi Falegname — Modellatore mecc. — Operaio. 

Educazione dei bambini — vedi Ortofrenia — Bordomntì. 

Economia matematica (introduzione alla), dei Prof. F. ViR- 
gilii e C. Garibaldi, pag. xii-210, con 19 incisioni . . 1 50 

Economia politica, del Prof. W. 8. Jevons, traduzione del 
Prof. L. COSSA, 4» ediz. riveduta, pag. xvi-179 1 50 

Edilizia — vedi Fabbric. civili ~ Ingegneria civ, — Ingegn. leg. • 

Elettricità, del Prof. Fleeming Jenkin, traduz. del Prof. 

K. Ferrini, 3» ediz. rived., pag. xii-237, con 40 incisioni . 1 50 

Elettrochimica (Prime nozioni elementari di), del Professor 
A. CossA. pagine viii-104, con 10 incisioni 1 50 
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Elettrotecnica (Manuale di\ di Grawinkel-Streckeb, tra- 
duzione italiana dell'Ing. Flavio Dessy, pagine xvi-816, 
con 846 figure 9 50 

Ematologia — vedi Malattie del saligne. 

Embriologia e morfologia generale, del Prof. G. Catta- 
neo, pag. x-242, con 71 incisioni 1 50 

EnGiolopedia del giurista — tie(2« Codici e leggi usuali d'Italia. 

Enciclopedia Hoepli (Piccola), in 2 grossi voi. di 3375 pag. di 
2 col. per ogni pag., con Appendice (146740 :voci) . . . . 20 — 

Energia fisica, del Prof. k. ferrini, pag. vni-187, con 47 
incisioni. 2* edizione interamente rifatta 1 50 

Enimmistica. Guida per comporre e per spiegare Enimmi, 
Sciarade, Anagrammi, Logogrifi, Rebus, ecc., di D. TOLO- 
SANI (Bajardo), pag. xil-516, con 29 illustr. e molti esempi 6 50 

Enologia, precetti ad uso degli enologi italiani, del Professor 
0. Ottavi, 4» edizione interamente rifatta da A. Struc- 
CHI, con una Appendice sul metodo della Botte unitaria pei 
calcoli relativi alle botti circolari, dell'Ing. agr. R. Bassi, 
pag. xvi-304, con 38 incisioni 2 50 

Enologia domestica, di R. Sernagiotto, pag. vin-233 . 2 — 

Entomologia di A. Qriffini e P. Lioy, 4 volumi (vedi Coleottori 

— Ditteri — Lepidotteri — Imenotteri). 

Epigrafìa latina. Trattato elementare con esercizi pratici e 
faesimili, con 65 tav. del Prof. S. RicCL pag. xxxil-448 . 6 50 

— vedi Dizionario di abbreviature latine. 

Epilessia, Eziologia» Patogenesi, Cura, Dr. P. Pini, p. x-277 2 50 

Eritrea (L') dalle sue origini a tutto l'anno 1901. Appunti 
cronistorici con annessi 1 carta ed 1 schizzo, un' appen- 
dice di note geografiche e statistiche e di cenni sul Be- 
nadir e sui viaggi d'esploraz. di B. Melli, di pag. Xll-164 2 — 

Eritrea — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo, — Gramma- 
tica galla — Lingue d'Africa — Prodotti agricoli del Tropico 

— Tigre italiano. 

Errori e pregiudizi volgari, confutati colla scorta della 

scienza e del raziocinio da G. Strafforello, 2* edizione 
accresciuta, pag. xii-196 1 50 

Esame degli infermi — vedi Semeiotica. 

Esattore comunale (Manuale deir), ad uso anche dei Rice- 
vitori provinciali. Messi esattoriali, Prefetti, Intendenti di 
finanza, Agenti imposte. Sindaci e Segretari dei Comuni, 
Avvocati, Ingegneri, Ragionieri, Notai e Contribuenti, del 
Rag. R. Mainardi, 2» ediz. rived. e ampi., pag. xvi-480 . 5 50 

Esercizi geografici e quesiti, sull'Atlante geografico 
universale di R. Kiepert, dì L. Hugues, 3» ediz. rifatta 

di pagine viii-208 1 50 

Esercizi sulla geometria elementare, del Prof. s. Pin- 

CHERLE, pag. viii-180, con 50 incisioni 1 
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Esercizi greci,' per la 4*^ classe ginnasiale in correlazione 
alle Nozioni elemen. di lingua greca, del Prof. V. INAMA: 
del Prof. A. V. BiscoNTi, 2» ediz. rifatta, di p. xxvi-234 . 8 — 

Esercizi iati ni con regole (Morfologia generale), del Prof. 

P. E. Cebeti, pag. xil-832 1 50 

Esercizi di stenografia — vedi Stenografia. 

Esercizi di traduzione a compiemento deiia grammatica 

francese, del Prof. G. PRAT, pag. vi-183 1 50 

Esercizi di traduzione con vocabolario a complemento 

della Grammatica tedesca, di G. Adler, 2» ed., p.vm-234. i 50 
Esercizi ed applicazione di Trigonometria piana, con 

400 esercizi e problemi proposti dal Prof. C. Alasia, pag. 
XVi-292, con 30 incisioni 1 50 

Esplodenti e modo di fabbricarli, di K. Molina, p. xx-300 2 50 

— vedi anche Pirotecnica. 

Espropriazione — vedi Ingegneria legale. 

Essenze — vedi Profumiere — Liquorista — Ricettario ind. 

Estetica, del prof. M. Pilo, di pag. xx-260 1 50 

Estimo di cose d'arte — vedi Amatore di oggetti d'arte e di cu- 
riosità — Amatore di Maioliche e Porcellane. 

Estimo dei terreni. Garanzia dei prestiti ipotecari e della 
equa ripartizione dei terreni, dell'Ing. P. Filippini, pag. 

xvl-328, con 3 incisioni 3 — 

Estimo rurale, del Prof. Carega di Muricce, pag. vi-l64. 2 — 
Etica, (Elementi di) del Prof. G. ViDARi, di pag. xvi-334 . 3 — 
Etnografia, di B. Malfatti, 2» ediz. inter. rifusa, p. vi-200. 1 50 
Evoluzione (Storia dell'), del Prof. Carlo Penizia, con bre- 
ve saggio di Bibliografia evoluzionistica, pag. xrv-389 . .8 — 

Fabbricati civili di abitazione, dell'Ing. e. Levi, 2» ediz. 

rifatta, con 207 incis.. e i Capitolati d'oneri approvati dalle 

principali città d'Italia, pag. xvi-412 4 50 

Fabbricati rurali (Costruzione ed economia dei). 2'' edizione 
rifatta dall' " Economia dei fabbricati rurali „, di V. Nic- 
coli, di pag. xvi-335, con 125 figure 3 50 

Fabbro — v. Aritmetica dell'operaio — Fonditore — Meccanico — 
Operaio — Tornitore. 

Fabbro-ferraio (Manuale pralico del), di G. Belluomini, 
opera necessaria ed indispensabile ai fabbri fucinatori, agli ^ 
aggiustatori meccanici, armaiuoli, carrozzieri, carradori, 
calderai, coltellinai, fumisti, costruttori di strumenti me- 
trici, di serrature, di arnesi rurali, di ferramenti in ge- 
nere ed a tutti quelli che si dilettano nei lavori in ferro 
ed in acciaio, di pag. viii-242, con 224 incisioni . . . 2 50 

Falegname ed ebanista. Natura dei legnami, maniera di 
conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro cubatura, 
di G. Belluomini, di pag. x-138, con 42 incisioni ... 2 — 
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Fanciulli — (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.) r. Ortofremia. 
Farfalle — vedi Lepidotteri. 

Farmacista (Manuale del), del Prof., P. E. Alessaiidri, 2» 

edizione interamente rifatta e annientata, corredata di tutti 

i nnoTi medicamenti in uso nella terapeutica, loro proprietà, 

caratteri, alterazioni, falsificazioni, usi, dosi, ecc., pag. XVI- 

731, con 142 tavole e 82 incisioni 6 50 

Farmacoterapia e formulario, dei Dott. P. Piccinini, di 

pag. Vlll-382 . . , 3 50 

Ferrovie — vedi Codice doganale — Curve — Ingegneria legale 

Macchin. e Fuochista — Trasporti e tariffe. 
Filatelia — vedi Dizionario filatelico. 

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione mecca- 
nica delle fibre tessili, di E. Gbothe, traduzione sull'ultima 
tedesca, pag. vni-414, con 105 incisioni 5 — 

Filatura delta seta, di o. Pasqualis. (In lavoro). 
Filologia classica, greca e latina, del Prof. v. Inama, 

di pag. Xll-195 . 1 50 

Filonauta. Quadro generale di navigazione da diporto e con- 
sigli ai principianti, con un Vocabolorio tecnico più in uso 
nel panfiliamento, del Gap. G. Olivari, pag. xvi-286 . . 2 50 

Filosofia morale, del Prof. L. Friso, pag. xvi-336 . . . 3 — 

Fillossera e le principali malattie crittogamiche della vite 
'^ con speciale riguardo ai mezzi di difesa, del Dott. V. Pe- 

GLION, pag. vni-302, con 39 incisioni 3 — 

Filugello — vedi Bachi da seta. 

Fiori artificiali, Manuale del fiorista, di 0. Ballerini, 

pag. xvi-278, con 144 incisioni, e 1 tav. a 36 colori . . . 3 50 
— vedi anche Pomologia artificiale. 
Fisica, del Prof. 0. MuRANl, con 243 incisioni e 3 tavole, 6* 

edizione, completamente rifatta del Manuale di Fisica di 

Balpour Stewart pag. xvi-4 11 2 — 

Fisica cristallografica, W. Voigt, trad. a. Sella. (In lav.). 
Fisiologia, di poster, traduzione del Prof. G. Albini, 3» 

edizione, pag. xii-158, con 18 incisioni ....... 1 50 

Fisiologia comparata — vedi Anatomia. 

Fisiologia vegetale, del Dott. Luigi Montemartini, pag. 

XVl-230, con 68 incisioni 1 50 

Floricoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Roda, 3» edizio- 
ne riveduta da G. Roda, pag. Viil-256, con 87 incisioni . . 2 — 

Florilegio poetico greco, del Prof. v. Inama. (In lavoro). 
Flotte moderne (Le) 1896-1900, di E. Bucci di Santafiora. 

Complemento del Manuale del Marino, del C. De Amezaga, 
pagine iv-204 
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Fognatura cittadina, deiring. D. Spataro, pag. x-684, con 

220 figure e 1 tavola in litografia 7 — 

Fognatura domestica, deii'lng. a. Cerutti, pag. vin-42i, 

con 200 incisioni 4 — 

Fonditore in tutti i metaili (Manuale del), di G. Belluo- 

MINI, 2» edizione, pag. vill-150, con 41 incisioni . . . .2 — 

Fonologia italiana, di L. Stoppato, pag. viii-l02. ... i 50 

Fonologia latina, del Prof. S. consoli, pag. 208 . . . . 1 50 
Foreste — vedi Ingegneria legale — Selvicoltura. 
Formaggio — vedi Caseificio — Latte, burro e cacio. 

Formulario scolastico di matematica elementare (aritme- 
tica, algebra, geometria, trigonometria), di M. A. ROSSOTTI, 

di pag. XVI-192 1 50 

Fosfati, perfosfati e concimi fosfatici. Fabbricazione ed 

analisi del Prof. A. MINOZZI (In lav.). 
Fotocalchi — vedi Arti grafiche — CMmica fotografica — Foto- 
grafia industriale — Processi fotomeccanici. 
Fotocollografia — vedi Processi fotomeccanici. 

Fotocromatografìa (La), dei Dott. L. Sassi, pag. xxi-i38, 

con 19 incisioni 2 — 

Fotografia industriale (La), fotocalcM economici per la ri- 
produzione di disegni, piani, carte, musica, negative foto- 
grafiche, ecc., del Dott. Luigi Gioppi, pag. vm-208, con 

12 incisioni e 5 tavole fuori testo 2 50 

Fotografia ortocromatica, del Dott. e. Bonaceni, pagine 

xvi-277, con incisioni e 5 tavole 8 50 

Fotografia pei dilettanti. (Come dipinge il sole), di G. 
MUFFONE, 5* edizione rifatta ed ampliata, pag. xx-383, 
con 99 incisioni e 11 tavole 3 — 

Fotogrammetria, Fototopografia praticata in Italia e appli- 
zione della fotogrammetria all'idrografia, dell'Ing. P. Pa- 
ganini, pag. xvi-288, con 56 figure e 4 tavole. . . . 8 50 

Fotolitografia — vedi Arti grafiche — Processi fotomecc. 

FotOSmaltografia (La), applicata alla decorazione indu- 
striale delle ceramiche e dei vetri, di A. Montagna, pag. 
Viii-200, con 16 incisioni nel testo 2 — 

Fototerapia e radiografia di a. Bellini (In lavoro). 

Fototipografia — vedi Arti grafiche — Processi fotomecc. 

Fragole vedi Frutta minori. 

Francia — vedi Storia della Francia. 

Franooboili — vedi Dizionario filatelico. 

Fraseologia francese-Italiana, di E. Baroschi soresini, 

pag. viii-262 2 50 

Fraseologia iiaiiana-tedesca — vedi Conversazione — Dottrina po- 
polare. 
Frenastenia — vedi Ortofreni». 
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Frumento (II), (come si coltiva si dovrebbe coltivare in 
Italia) di E. Azimonti, 2" edizione completamente rifatta 
del Manuale " Frumento e mais „ di G. Cantoni, di pa- 
gine XVI-276 2 50 

frutta minori. Fragole, poponi, ribes, uva spina e lamponi, 
del Prof. A. Pucci, pag. vin-193, con 96 incisioni . . 2 50 

Frutta fermentate — vedi Distillazione 

Frutticoltura, del Prof. Dott. D. Tamaro, 3» edizione, di 
pag. xvin-219, con 81 incisioni 2 — 

Frutti artificiali — vedi Pomologia artificiale. 

Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof. Canestrini, pag. 
vin-166, con 6 incisioni 2 — 

Funghi mangerecci e funghi velenosi, (ici Dott. F. Ca- 

vara, di pag. xvi-192, con 43 tavole e 11 incisioni . . 4 50 
Funzioni analitiche (Teoria delle), di G. ViVANTi, pagine 
Vin-482 (volume doppio) 3 — 

Funzioni ellittiche, dei Prof. E. Pascal, pag. 240 . . . l 50 

Fuooliista — vedi Macchinista e fuochista. 

Fuochi artificiaii — vedi — Esplodenti — Pirotecnia 

Galiinacel — vedi Animali da cortile — Colombi — Pollicoltura. 

Galvanizzazione, pulitura e verniciatura dei metalli e 

galvanoplastica in generale. Manuale pratico per l'in- 
dustriale e l'operaio riguardante la nichelatura, ramatura, 
ottonatura, doratura, argentatura, stagnatura, zincatura, 
acciaiatura, antimoniatura, cobaltatura, ossidatura, galva- 
noplastica in rame, argento, oro, ecc., in tutte le varie 
applicaz. pratiche, di F. Werth, di p. xvi-324, con 153 ine. 3 50 
Galvanoplastica ed altre applicazione dell'elettrolisi. Gal- 
vanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei metalli, Pre- 
parazione dell'alluminio. Sbianchimento della carta e delle 
stoffe, Risanamento delle acque, Concia elettrica delle 
pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, 3^ edizione, completa- 
mente rifatta, pag. xii-417, con 45 incisioni 4 — 

Galvanostegia, dell' Ing. I. Ghersi. Nichelatura, argenta- 
tura, doratura, ramatura, metallizzazione, ecc. pag. xii- 
824, con 4 incisioni 8 50 

Gastronomia (Terminologia gastronomica italiana e fran- 
cese) di E. Borgorello, con 300 Menus. (In lavoro). 

Gaz illuminante (industria dei), di V. Calzavara, pag. 

xxxll-672, con 375 incisioni e 216 tabelle 7 50 

— vedi Incandescenza a gaz. 

Gelsicoltura, del Prof. D. Tamaro, pag. xvi-175 e 22 ine. 2 — 

Geografìa, di G. Grove, traduzione del Prof. G. Galletti, 

2» edizione riveduta, pag. xii-160, con 26 incisioni . . 1 50 
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Geografia classica, di H. F. Tozeb, traduzione e note del 

Prof. I. Gentile, 5» edizione, pag. iv-168 1 50 

Geografia commerciale economica. Europa, Asia^ Oceania, 

Africa, America, di P. LaNZONI, pag. VIII-344. . . . B — 
Geografia fisica, di a. Geikie, traduzione di A. Stoppani, 

3* edizione, pag. iv-132, con 20 incisioni 1 50 

Geologia, di A. Geikie, traduzione di A. Stoppani, quarta 

edizione, riveduta sull'ultima edizione inglese da G. Mer- 

CALLI, pag. Xil-176, con 47 incisioni 1 50 

Geometria analitica dello spazio, del Prof. f. aschiebi, 

pag. vi-196, con 11 incisioni 1 50 

Geometria analitica del piano, del Prof. F. Aschieri, di 

pag. vi-194, con 12 incisioni 1 50 

Geometria descrittiva, del Prof, aschieri, pag. vi-222, 

con 103 incisioni, 2* edizione rifatta 1 50 

Geometria elementare — vedi Esercizi di Geometrìa pura— Pro- 
blemi di Geometria elementare. 

Geometria e trigonometria delia sfera, del Prof. e. Ala- 

SIA, pag. vill-208, con 34 incisioni 1 50 

Geometria metrica e trigonometria, dei Prof. s. Pin- 

CHERLE, 5» edizione, pag. rv-158, con 47 incisioni. . . 1 50 

— vedi anche Esercizi dì Trigonometria. 

Geometria pratica, deiring. Prof. g. Erede, 3* edizione 

riveduta ed aumentata, pag. xil-258, con 134 incis. . .2 — 

Geometria proiettiva del piano e della stella, del Prof. 
F. Aschieri, 2» edizione, pag. vi-228, con 86 incisioni. . 1 50. 

Geometria proiettiva dello spazio, del Prof. f. aschieri, 

2* edizione rifatta, pag. vi-264, con 16 incisioni . . . 1 50 

Geometria pura elementare, dei Prof. s. Pincherle, 5» 

edizione, con l'aggiunta delle ligure sferiche, pag. viil- 
176, con 121 incisioni 1 60 

Giardino (il) infantile, di P. Conti, pag. iv-213, 27 tav. 8 — 
Ginnastica (Storia della), dì P. Valletti, pag. viii-181 . 1 50 
Ginnastica femminile, dì f. Valletti, pag. vi-112, 67 ili. 2 — 
Ginnastica maschile (Manuale dì), per cura di J. Gelli, 
pag. vni-108, con 216 incisioni 2 — 

— vedi anche Giuochi ginnastici. 

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino, di E. Bo- 

SELLI, pag. 336, con 125 incisioni 4 — 

— vedi anche Metalli preziosi — Pietre preziose. 
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Giuochi ginnastici per la gioventù delle Scuole e del po- 
polo, raccolti e deficritti. di F. Gabrielli, pag. xx-218, 
con 24 tavole illustrative 2 50 

Giustizia amministrativa (Man. di), di G. Vitta. (In lav.). 
Glottologia, del Prof. G. De Gregorio, pag. xxxn-818 . 8 — 
Gnomonica ossia l'arte di costruire orologi solari, lezioni 

popolari di B. M. La Leta, pag. vin-160, con 19 figure. 2 — 
Qomma elastica — vedi Imitazioni. 

Grafologia, di e. Lombroso, pag. y-245 e 470 fac-simiii. 8 — 
Grammatica albanese con le poesie rare di Yariboda, 

del Prof. V. Librandi, pag. xvi-200 3 — 

Qrammatlca Araba — vedi Arabo parlato. 

Orammatica araldica - vedi Araldica — Vocabolario araldico. 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua danese- 

norvegiana con un supplemento contenente le principali 
espressioni tecnico-nautiche ad uso degli ufficiali di ma- 
rina che frequentano i mari del nord e gli stretti del 
Baltico, di G. Frisoni, pag. xx-488 4 50 

Grammatica ed esercizi pratici delia lingua ebraica, 
del Prof. L Levi fu Isacco, pag. 192 1 50 

Grammatica francese, del Prof. G. Prat, seconda edi- 
zione riveduta, pag. xii-299 1 50 

Grammatica e dizionario della lingua dei Galla (oro- 
monica), dei Prof. B. Viterbo; 

Voi. I. Galla-Italiano, pag. vin-152 2 50 

Voi. IL Italiano-Galla, pag. LXlV-106 2 50 

Qrammatlca gotica — vedi Lingua gotica. 
Grammatica greca. (Nozioni elementari di lingua greca), 
del Prof. INAMA. 2» edizione, pag. xvi-208 1 50 

Grammatica della lingua greca moderna, del Prof. R. 

LOVERA, pag. vi-154 1 50 

Grammatica inglese, del Prof. L. Pavia, pag. xii-260 . i 50 
Grammatica italiana, del Prof. T. Concari, 2» edizione 

riveduta, pag. xvi-230 • 1 50 

Grammatica latina, dei Prof. L. Valmaggi, seconda edi- 
zione, pag. vill-256 1 50 

Grammatica delia lingua olandese, di m. Morgana, di 
pagine viii-124 3 — 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua portoghese- 
brasiliana, del Prof. G. Frisoni, pag. xii-267 .... 3 — 
Grammatica e vocabolario della lingua rumena, del Prof. 

R. LoVERA, pag. VIII-200 



84 ELENCO DEI MANUALI HOEPLI 

L.C. 

Grammatica russa, dei Prof. Voinovich, pag. x-272 . . 8 — 

Grammatica sanscrita — vedi Sanscrito. 

Grammatica della lingua slovena. Esercizi e vocabolario 

del Prof. Bruno Guyon, pag. xvi-314 8 — 

Grammatica spagnuola, del Prof. Pavia, 2* edizione, di 

pagine xvni-272 1 50 

Grammatica della lingua svedese, del Prof. E. pàroli, 

pagine xv-298 3 — 

Grammatica tedesca, dei Prof. L. Pavia, 2» edizione, di 

pagine xvin-272 1 50 

Grammatica Tigre — vedi Tigre italiano. 

Grammatica turca osmanli, con paradigmi, crestomazia, 
e glossario, di L. Bonelli, pag. vni-200 e 5 tavole . . 3 — 

Grandine — vedi Assicurazioni. 

Granturco — vedi Fmmento e mais — Industria dei molini. 

Gravitazione. Spiegazione elementare delle principali per- 
turbazioni nel sistema solare, di Sir G. B. AiBY, tradu- 
zione di F. Porro, con 50 incisioni, pag. xxil-176 . . 1 50 

Grecia antica — vedi Archeologia (Arte greca) — Mitologia greca 
— Monete greche — Storia antica. 

Gruppi di trasformazione (Teoria dei), di E. Pascal, (in 
lavoro). ' 

Guttaperca — vedi Imitazioni. 

Humus (L), la fertilità e l'igiene dei terreni culturali, 

del Prof. A. Casali, pag. xvi-210 2 — 

Idraulica, di T. Perdoni, di pag. xxviii-392, con 301 fi- 
gure e 8 tavole 6 50 

Idrografia — vedi Fotogrammetria. 

Idroterapia, di G. Gibelli, pag. iV-238, con so incis. . . 2 ~ 

— vedi anche Acque minerali e termali del Regno d'Italia. 

Igiene della Bocca e dei Denti, nozioni elementari di 0- 

ilontologia, del Prof. Dott. L. COULLIAUX, di pagine xvi- 

830, con 23 incisioni '. 2 50 

Igiene del lavoro, di Trambusti a. e Sanarelli, pagine 

Vin-262, con 70 incisioni 2 50 

Igiene della pelle, di a. Bellini, pag. xvi-240, 7 incis. . 2 — 
Igiene privata e medicina popolare ad uso delle famiglie, 

di C. BOCK, 2* edizione italiana curata dal Dott. Giov. 

Galli, pag. xvi-272 2 50 

Igiene rurale, di A. carraroll pagine x-470 .... 3 — 
Igiene scolastica, di a. Repossi, 2» ediz., pag. iv-246. . 2 — 
Igiene veterinaria, del Dott. u. Barpi, pag. vni-228 . . 2 — 
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Igiene della vista sotto il rispetto scolastico, dei Dott. 

A. LOMONACO, pag. Xn-272 . 2 50 

igiene della vita pubblica e privata, del Dott. g. Fa- 

EALLI, di pag. xn-250 2 50 

Igroscopi, igrometri, umidità atmosferica, del Prof. P. 
Cantoni, pag. xn-142, con 24 incisioni e 7 tabelle . . 1 50 

illuminazione — vedi Acetilene — Q&z. illnm. — Incandescenza. 

Illuminazione elettrica (impianti di), Mannaie pratico del- 
ring. E. PiAZZOLi, 5» ediz. interamente rifatta, (9-10 mi- 
gliaio) seguita da un'appendice contenente la legislazione 
Italiana relativa agli impianti elettrici, di pag. 606, con 
264 incisioni, 90 tabelle e 2 tavole 6 50 

Imbalsamatore — vedi Natnralisia preparatore — Naturalista 
viaggiatore — Zoologia. 

Imenotteri, Neurotteri, Paeudoneurotteri, Ortotteri e 

Rincoti italiani, del Dott. E. Gbiffini (Entomologìa IV), 
pag. xvi-687, con 243 incisioni 4 50 

Imitazione di Cristo (Della), Libri quattro di Gio. Ger- 
SENio, volgarizzamento di Cesare Guasti, con proemio 
e note di G. M. Zampini, pag. lvi-896 8 50 

Imitazioni e succedanei dell' ìng. I. ghersi. (In lavoro). 

Immunità e resistenza alle malattie, di a. Galli Va- 
lerio, pag. vni-218 1 50 

Impiego ipodermico e la dosatura dei rimedi» Manuale 

di terapeutica del Dott. G. Malacrida, pag. 805 . . . 3 — 
Imposte dirette (Riscossione delle), dell' Avv. E. Bruni, di 

pag. vin-158 1 50 

Incandescenza a gaz, (Fabbricazione delle reticelle) di L. 

Castellani, pag. x-140, con 33 incisioni 2 — 

inchiostri — vedi Ricettario industriale — Vernici ecc. 
Incisioni — vedi Amatore d'oggetti d'arte e di curiosità. 
Indovinelli — vedi Enimmiatica. 

Industrie (Piccole). Scuole e musei indastriali - Industrie 
agricole e rurali - Industrie manifatturiere ed artistiche, 
deiring. I. Ghersi, 2» edizione completamente rifatta del 
Manuale delle Piccole Industrie del Prof. A. Errerà, 
pag. xn-372 3 50 

Infermiere — vedi Assistenza degli inferrai — Soccorsi d'urgenza 

— Tisici e sanatori!. 

infanzia — vedi Terapia delle malattie dell' — Giardino infantile 

— Nutrizione — Ortofrenia — Sordomuto. 
Infezione — vedi Disinfezione — Medicatura antisettica. 
Infortunii sui lavoro — vedi Legge sugli. 
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Infortuni! della montagna (Gii). Manuale pratico degli Al- 
pinisti,^ delle guide e dei portatori, del Dott. 0. Beé- 
NHARD, traduzione eon aggiunte del Dott. B. GUBTI, di 
pag. xvin-60, con 65 tav. e 175 figure dimostrative . . 3 50 

Infortuni sul lavoro, (Mezzi tecnici per prevenirli) di E. 
Magrini. (In lavoro). 

— vedi anche Leggi per gli. 

Ingegnere agronomo — vedi Agronomia — Prontuario dell'agrìc. 

Ingegnere civile. Manuale dell'ingegnere civile e industriale, 
dei Prof. Q. COLOMBO, 19* edizione modificata e aumen- 
tata, (49», 50« e 51® migliaio), con 221 fig., pag. xiv-428. 5 50 
Il medesimo tradotto in francese da P. Mabcillac . 5 50 

Ingegnere navale. Prontuario di a. Cignoni, pag. xxxu- 

292, con 86 figure. Legato in pelle 5 50 

Ingegneria legale per tecnici e giuristi (Manuale di), del- 

l'Avv. A. LiON. Commento ed illustrazione con la più re- 
cente giurisprudenza: Responsabilità - Perizia - Servitù - 
Piani regolatori e di ampliamento - Legge di sanità - Re- 
golamenti d'igiene ed edilizii - Espropriazione - Miniere - 
Foreste - Catasto - Privativa industriale - Acque - Strade - 
Ferrovie - Tramvay - Bonifiche - Telefoni - Appalti - Ripa- 
razioni - Cimiteri - Derivazioni di acque pubbliche - Monu- 
menti d'arte e d'antichità, ecc., pag. vni-552 5 50 

Inghilterra — ve(2* Storia d' Inghìlerra. 

Insegnamento (L') dell'Italiano nelle Scuole Secondarie. 
Esposizione teorico-pratica con esempi, del Prof. C. Tra- 
balza (In lavoro). 

Insetti nocivi, del Prof. F. Fbanceschini, pag. yni-264, 
con 96 incisioni 2 — 

Insetti utili, del Prof. P. Franceschini, di pag. xn-160, 
con 43 incisioni e 1 tavola • . . . 2 — 

Interesse e sconto, del Prof. E. Gagliardi, 2* edizione 
rifatta e aumentata, pagine vin-198 . 2 — 

Inumazioni — vedi Morte vera. 

Ipnotismo — vedi Magnetismo — Spiritismo — Telepatia. 

Ipoteche (Man. per le), di A. Rabbeno, pag. xvi-247 . . . 1 50 

Ittiologia italiana, del Dott. A. Qriffini, con molte in- 
cisioni. (In lavoro). 

— vedi anche Piscicoltura — Ostricoltura. 
Lacctie — vedi Vernici ecc. 

Latte, burro e cacio, chimica analitica applicata al casei- 
ficio, del Prof. Sartori, pag. x-162, con 24 incisioni . 2 — 

/ Abiti per signora 

T Biancheria. 
Lavori femminili — vedi < Macchine da cucire. 

/ Monogrammi. 

V Trine a fuselli. 
* " — vedi Leggi sui lavori pubblicL 



..^ 
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Lavori in terra (Manuale di), deiring. B. Leoni, pag. xi- 
805, con 88 incisioni 8 — 

Lawn-TenniS, di V. Baddeley, prima traduzione italiana 
con note e aggiunte del trad., pag. xxx-206, con 18 illustr. 2 50 

Legge (La nuova) comunale e provinciale, annotata da E. 

MAZZOCCOLO, 4* edizione, interamente rifatta con l'ag- 
giunta del regolamento e di 2 indici, pag. xii-820 . . . 7 50 

Legge sui lavori pubblici e regolamenti, diL. Franchi, 
pag. iv-110-cxLvin . • 1 50 

Legge sull'ordinamento giudiziario, dell' Avv. L. Franchi, 

pag. IV-92-CXXVI 1 50 

Leggi e convenzioni sui diritti d'autore — vedi Codici e leggi u- 
suali d' Italia, voi. ITI. 

Leggi per grinfortunii sul lavoro, dell' Aw. A. Salva- 
tore, pag. 312 8 — 

Leggi e convenzioni sulle privative industriali, disegni, 

modelli di fabbrica, marchi di fabbrica e di commercio, di 
h. Franchi. (In lavoro). 

Leggi sulla sanità e sicurezza pubblica, di L. Franchi, 
pag. iv-108-xcn 1 50 

Leggi sulle tasse di Registro e Bollo, con appendice, dei 

Prof. L. Franchi, pag. iv-124-cii 1 50 

Leggi usuali d'Italia — vedi Codici e leggi. 

Leghe metalliche ed amalgamo, alluminio, nichelio, me- 
talli preziosi e imitazione, bronzo, ottone, monete e me- 
daglie, saldature, dell'Ing. I. Ghersi, p. xvi-481, con 15 ine. 4 — 

Legislazione delle acque di D. Cavalleri, di pag. xv-274 2 50 

Legislazione Nlorfuaria — vedi Morte. 

Legislazione sanitaria italiana, (La nuova) di E. Noseda. 

di pag. vm-570 5 — 

Legislazione rurale, secondo il programma governativo per 

gli Istituti Tecnici, dell' Aw. E. Hruni, pag. xl-428 . . 8 — 
Legnami — vedi Cubatura dei legnami — Falegname. 
Legno artificiale — vedi Imitazioni. 

Lepidotteri italiani, del Dott. a. Griffini (Entomoi. il), 

pag. xill-248, con 149 incisioni 1 50 

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof. A. straticò, 

pag. XXlV-280 8 — 

Letteratura americana, di g. Strafforello, pag. 158 i 50 
Letteratura araba, dei Prof. I. Pizzl (In lavoro). 
Letteratura assira, del Mott. B. Teloni. (In lavoro). 
Letteratura catalana, del Prof. Kestori. (In lavoro). 

Letteratura danese — vedi Letteratura norvegiana ^^ 

Letteratura drammatica, di e. Levi, pag. xii-339 ... 3 
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Letteratura ebraica, di a. Revel, 2 voi., pag. 864 . . 8 — 
Letteratura egiziana, di L. bbigiuti. (in lavoro). 
Letteratura francese, del Prof. E. Marcillac, traduz. 

di A. Paganini, S» edizione, pag. vin-198 1 50 

Letteratura greca, di v. Inama, 18» ediz. riveduta (dal 

510 al 550 migliaio) pag. vni-236 e una tavola. . . . 1 50 

Letteratura indiana, A. De Gubernatis, pag. viii-159 . 1 so 
Letteratura inglese, di E. Solazzi, 2» edizione, di pa- 
gine vm-194 1 50 

Letteratura italiana, del Prof. e. Penini, dalle origini al 
1748, 5* edizione completamente rifatta dal Prof. V. Fer- 
rari, pag. xvi-291 1 50 

Letteratura italiana moderna, (1748-1870). Aggiunti 2 qua- 
dri sinottici della letteratura contemporanea (1870-1901) 
del Prof. V. Ferrari, pag. 290 1 50 

Letteratura italiana moderna e contemporanea 1748- 
I90i, del Prof. V. Ferrari, pag. vin-406 ...*.. 3 — 

Letteratura latina — vedi Letteratura romana 

Letteratura norvegiana, di s. consoli, pag. xvi-272. . 1 50 

Letteratura persiana, del Prof. I. Pizzi, pag. x-208 . . 1 50 

Letteratura provenzale, di A. Restori, pag. x-220 . . 1 50 
Letteratura romana, del Prof. p. Ramorino, 5» edizione 

riveduta (dal 17, al 22» migliaio), pag. vin-844. . . . 1 50 

Letteratura spagnuola e portogliese, dei Prof. L. Cap- 
pelletti, 2» edizione rif. da E. Gorra. (In lavoro). 

Letteratura tedesca, del Prof. 0. Lange, 8» edizione ri- 
fatta dal Prof. MlNUTTi, pag. xvi-188 1 50 

Letteratura unglierese, di Zigany Arpàd, pag. xii-295. 1 50 

Letterature slave, dei Prof. D. Ciàmpoli, 2 volumi: 

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, pag. rv-144. . . 1 50 
II. Russi, Polacchi, Boemi, pag. iv-142 1 50 

Lexicon Abbreviaturarura quae in lapldibns, codicibns et chartis 
praesertim Medii-Aevi occurrunt — vedi Dizionario di abbre- 
viature. 

Limoni vedi Agrumi. 

Lingua araba — vedi Arabo parlato — Dizionario eritreo — Gram- 
matica Galla — Lingue dell'Africa — Tigre. 

Lingua gotica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario com- 
parato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, latino e 
greco, del Prof. 8. Friedmann, pag. xvi-883 .... 3 — 

Lingua greca — vedi Esercizi — Filologia — Florilegio — Gram- 
matica - Letteratura — M^orfologia — Dialetti — Verbi. 



^ 
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Linaue' dell'Africa, di B. Cust, versione italiana del Prof. 

A? De Gubernatis, di pag. iv-110 1 50 

Lingua latina vedi Dizionario di abbreviature latine — Epigrafia 

— Esercizi — Filologia classica — Fonologia — Grammatica 

— Letteratura romana — Metrica — Verbi. 

Lingue germaniolie — vedi Grammatica danese-norvegiana inglese, 

olandese, tedesca, svedese. 
Lingua Turca Osmanli — vedi Grammatica. 

Lingue neo-latine, del Dott. E. Qobka, pag. 147. . . . 1 50 

Lingue straniere (Studio delle), di e. Marcel, ossia l'arte 
di pensare in una lingua straniera, traduzione del Prof. 
Damiani, di pag. xvi-186 1 50 

Linoleum — vedi Imitazioni. 

Liquorista, di A. Rossi, con 1270 ricette pratiche. Mate- 
riale, Materie prime, Manipolazioni, Tinture, Essenze na- 
turali ed artificiali, Fabbricazione dei liquori per mace- 
razione, digestione, distillazione, con essenze, tinture, ecc., 
Liquori speciali. Vini aromatizzati, pag. xxxn-560, con 
19 incisioni nel testo 5 — 

Litografia, di e. Do yen, di pag. vni-261, con 8 tavole e 
40 figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo ... 4 — 

Liuto — vedi Chitarra — Mandolinista — Stmm. ad arco. 

Logaritmi (Tavole di), con 6 decimali, di 0. Mùller, 6» 
ediz., aumentata delle tavole dei logaritmi d'addizione e 
sottrazione per cura di M. Raina, di pagine xxxvi-191. 
(11, 12, 130 migliaio) 1 50 

Logica, di W. Stanley Jevons, traduz. del Prof. C. Can- 
toni, 5» ediz. di pag. vni-166, con 15 incisioni. . . . 1 50. 

Logica matematica, del Prof. e. Burali-Forti, p. vi-i58. 1 50 
Logismografìa, di e. chiesa, 3» ediz., pag. xiv-i72 . . 1 50 

Logogrifi — vedi Enimmistlca. 

Lotta — vedi Pugilato. 

Luce e colori, dei Prof. G. Bellotti, pag. x-157, con 24 
incisioni e 1 tavola 1 50 

Luce e suono, di e. Jones, traduzione di U. Fornari, di 
pag. vm-336, con 121 incisioni. . . .' 3 — 

Macctiine a vapore, (Manuale del costruttore di), di H. Hae- 
DER. Edizione italiana compilata sulla 5* edizione tedesca, 
con notevoli aggiunte dell'Ing. E. Webber, pag. xvi-452, 
con 1444 incisioni e 244 tabelle, legato in bulgaro rosso .7 — 

IMacchine agricole, dei Conte A. Cencelli-Perti, di pag. 

Vlil-216, con 68 incisioni ? .^^f 
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Le. 

Macchine per cucire e ricamare, deiring. Alfredo Ga- 

LASSINI, pag. vii-230, con 100 incisioni f 50 

Macchinista e fuochista, dei Prof. G. Gautebo, 8» ediz. 

con Appendice sulle Locomobili e le Locomotive dell'Ing. 

Prof. Loria, e col Begolamento sulle caldaie a vapore, 

pag. xx-194, con 84 incisioni 2 — 

Macchinista navale (Mannaie del), di M. LiGNAROLO, 2» ed. 

rifatta, pag. xxiv-602, con 844 incisioni 7 50 

Macinazione — vedi Industrie dei mollni — Panificazione. 

Magnetismo ed elettricità. Principi e applicazioni esposti 
elementarmente, del Prof. F. Grassi. 8» ediz. completa- 
mente rifatta del manuale di PoLO^ e Grassi, di pa- 
gine xyi-508, con 280 figure 6 tavole fuori testo . . . 5 50 

Magnetismo ed ipnotismo, Prof. G. Belfiore, p. vni-878 . 3 60 
Maiale (II). Razze, metodi di riproduzione, di allevamento, 
ingrassamento, commercio, salumeria, patologia suina e 
terapeutica, tecnica operatoria, tossicologia, dizionario sui- 
no-tecnico, del Prof. E. Marchi, 2» ediz., pag. xx-786, 
con 190 incisioni e una Carta 6 50 

Maioliche e porcellane (L'amatore di), di L. De mauri, il- 
lustrato da splendide incisione in nerOj da 12 superbe 
tavole a colori e ^a. 3000 marche. - Contiene: Tecnica della 
fabbricazione - Sguardo generale sulla storia delle Cerami- 
che dai primi tempi fino ai giorni nostri - Cenni storici ed 
artistici su tutte le fabbriche - Raccolte di 3000 marche cor- 
redate ognuna di notizie relative, e coordinate ai Cenni Sto- 
rici in modo che le ricerche riescano di esito immediato - 
Dizionario di termini Artistici aventi relazione eoli' Arte Ce- 
ramica e di oggetti Ceramici speciali, coi prezzi correnti. 
Bibliografia ceramica, indici vari, pag. xii-650 12 50 

Mais (II) granoturco, o formentone, o granone, o melgone, 
melica, o melicotto, o carlone, o polenta, ecc. Norme 
per una buona coltivazione, di E. AziMONTi, 2» edizione 
rifatta dal Manuale " Frumento e Mais „ di E. Cantoni, 
di pag. xlI-196 con 61 incisioni nel testo 2 50 

Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate, del 

Dott. R. WOLF, traduzione con note ed aggiunte del Dott. 

P. Baccarini, pag. x-268, con 50 incisioni 2 — 

Malattie ed alterazione dei vini, del Prof. s. Cettolini, di 

pag. xi-188, con 18 incisioni 2 — 

Malattie della vite — vedi Filossera — Malattìe crittogamiche. 
Mammiferi — vedi Zoologia. 

Mandarini — vedi Agrumi. 

UlJlattie del sangue. Manuale d'Ematologìa del Dott. E. Re- 

itfSCHINI, pag. Vin-482 8 50 

tO r * ■ n E. VlDARI, pag. Vi-160. . . . 1 50 

<.avot 

Uà 



Mandolinista (Man 

IB figaro, S tavo 

Mlnltoinid — cidi As 

Manzoni Alessandi 

fog. 109, con 9 I 

March* di Fibbrlu - 

pToprlatà — Mojol 

Mare (il). V- beli 
Marine (Le) da gu 

pag. XVI-820, COI 
Marino (Mannaie d 

miraglio De Ami 

con sppendice di 
Marmista (Manuait 

154, con 47 ìdcì^ 
■armo — tedi Imitfta 

Massaggio, del Do 

■■«Uol — fidi Rice» 

Matematiolie supe 

Voi. I. AnaUs 

Voi. IL Qeome 

' Materia medicamo 

■alaHall ■rtirielill — 

Meccanica, doi Pr 
Prof. J. Benetti 

Meccanica (La) del 
macchinisti della 
gaie di navlgazio 
Allievi degli letiti 
striali e Profesaioi 

Meccanico (li), ad 
ciati, disegnaloii, 
date a vapore, ali 
3* edizione ampli! 

Meccanismi (aoo), 
reatisi alla dina 
mac chine a vapoi 
T. BaowB, trad. 
pag. vi-nH, con 

MadauIlB — enfi Legl 

Medicatura antiset 

zinne del Prof. B 
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_ „_____^ __ . — _ 

■adlcli» opgnillvH — tidi Chlmr^L 

Medico pratico, (II) di e. Muzio, B* edizione del Nuovo 
memoriale pei medici pr&tioi, di pag. xvi-192 .... 5 — 

HenoHt (L'arte della) — cedi Arte, 

Msroedl — cidi Paga giornaliera. 

Merciologia, &d uso delle scuole e degli agenti di commer- 
cio, di O. LUX.4HD0, pag. xir-453 4 — 

MBrldtane - D«f> Gnomonica. 

Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fusione, 
assaggi, nsi), di 0. Qokini, 2* ed., p. n-I96, eoo 9 ine. , 2 — 

Motallluuione — v. Qilvaniiz.— Oalvuiopludca — OalvanDelegia. 

lietallocramia. Colorazione e decorazione chimica ed elet- 
trica dei metalli, bronzatura, ossidazione, preservazione e 
pulitura, dell'Ing. I. Qhersi, pag. Tlll-192 2 — 

Metdiurgla — i<Ji Coltivazione delle minierB — Fonditore — 
Leghe metallicbe — Siderurgia ~ Tempera e cetnentazlone. 

Meteorologia generale, del Dott. L. de Habchi, pag. ti- 

156, con g tavole colorale 1 50 

vedi anche — Climatologia *- Igroscopi. 

Metrica dei greci e del romani, di L. uuller, 2* edizione 
Italiana coatrontata colla 2* tedesca ed annotata dal Dott. 
OmsEPPE Clerico, pag. xvi-186 1 60 

Metrloa ilallina — vidi Riunlca » metrica italiana. 

petrologia Universale ed ii Codice Metrico Internazionale, 

6 ooli'indice alfabetico di tutti 1 pesi misure, monete, ecc., 

ijfedell'lng. A. TACCHINI, pag. XX-482 6 50 

■wzerla (Mannaie pratico detta) e dei vari statemi della co- 
W^^taia parzlaria in Italia, d. Prof. A. Rabbeno, p. VHl-196 1 50 
«Wgla cedi fnngtii mangerecci — Malattte criltogamlcae - Ti 
\3.° fanghi. 

già. Perchè e come dobbiamo difenderci dai n 
', Disinfezioui, Profilassi, del Do 



■ Prostitologla — Tecnica 

. Quida elementare alle osservazioni di Mi- 
Prof. Camillo AcanA, p. xn-236, t 
inerale, del Prof. L. BOMBiCCi, 2* ed 
--- ne. e 9 tavole . 
lOrittiva, del Prof. L. Bohbicci, 2> 




II-J84 , 2 50 



- tedi CofliCB dal Pi 
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- tèdi Oatricoltiir» — Piscicoltura. 
Mitologia (Dizionario dt), di F. K.uiOBINO. (la Uvoro). 
Mitologia comparata, dei Prof. A. De OusEaNATis, 2* 

edizione, di pag. vui-lsi). (EsauHlo), 
Mitotogla greca, di A. Foresti: 

Volume I. Dininità, di pag, Tiu-26t : 

Volume li. Kroi, di pai 
Mitologie orleatall, di d. : 

Voi. I. Mitologia babi 

Voi. II. Mitologia egiit 
■nanotMnia ~ vtdi Aita della 



Modellatore meccanico, fa 
G. Mina, pag. xvn-128, < 

Molinl (L'IndusCita dei) e 
di C. BlBEB-UlLLOT, di I 
nel teala e S tnvole . . 

Momenti resistenti e pesi 
Prontuario ad uso degli li 
con 10 fiorire ed nna labi 
B. SCHENCK, di pag. XI-I 

Monete greche, di s. ambi 
fotoincisioni e 2 carte gei 

Monete (Pioatnarìo delle), | 
gliate a qnelle del sistema 
pag. xu-196, con 47 tabe 
delle monete in coiao , 

Monete romane. Uanaaie t 
CHI, 2* edizione, rivedala 
xxvii-3-0, con 25 tavole 

Monogrammi, del Pror. A. 
serie, le prime due di 46 

Montatore iii) di macchini 
esempi pratici e problem 
gine xu-,68 .... 

MorlDlogia geaerale — mA Bn 

Morfologia greca, del Froi 
Morfologia italiana, del P 
Morte (La) vera e la morte 
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~~~ L. e. 

legislazione mortuaria „ di F. Dell'Acqua, p. viii-186 . 2 — 

Mosti (Densità dei), dei vini e degli spiriti ed i problemi 
ohe ne dipendono, ad uso degli enochimicì, degli eno- 
tecnici e dei distillatori, di E. CiLLis, di pag. xvi-280, 
con 11 figure e 46 tavole 2 — 

Musei — vedi Amatore oggetti d'arte e cnriosità — Amatore ma- 
ioliche e porcellane — Armi antiche — Pittura — Scoltura. 

Musei industriali — vedi Industrie Piccole. 

Mutuo soccorso — vedi Società mutuo soccorso. 

Napoleone l**, di L. cappelletti, 28 fotoinc, p. XX-272 . 2 50 
Naturalista preparatore (il), dei Dott. B. gestro, 3" edi- 
zione riveduta ed aumentata del Manuale delVImbalsor 
matore, di pag. xvi-168, con 42 incisioni 2 — 

Naturalista viaggiatore, del Prof. a. Issel e B. Gestro 

(Zoologia), di pag. vin-144, con 88 incisioni 2 — 

Nautica stimata o Navigazione piana di f. Tami. (In lav.). 

Neurotteri — vedi Imenotteri. 

nichelatura — vedi Galvanostegia. 

Notaio (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di bollo 
ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pubblico, di A. 
Garetti, 4» ediz. riveduta e ampliata, pag. vin-380 . . 8 50 

Numeri — vedi Teoria dei numeri. 

Numismatica, dei Dott. S. Ambrosoli, 2» edizione accre- 
sciuta, di pag. xy-250, con 120 fotoinciBioni e 4 tavole . 1 50 

Naptatore (Manuale del), del Prof. P. Abbo, di pag. xn- 
148, con 97 incisioni 2 50 

Nutrizione dei bambino^ AUattam. naturale ed artificiale, 
del Dott. L. Colombo, pag. xx-228, con 12 incisioni. . 2 50 

Oocuitismo — vedi Magnet. e ipnotismo — Spiritismo — Telepatia. 

Oculistloa -— vedi Igiene della vista — Ottica. 

Odontologia — vedi Igiene della bocca. 

Olii vegetali, animali e minerali, loro applicazioni di g. 

GORINI, 2^ edizione completamente rifatta dal Dott. G. 
PABRI9, di pag. vin-214, con 7 incisioni 2 — 

Olivo ed olio. Coltivazione dell'olivo, estrazione, purifica- 
zione e conservazione dell'olio, del Prof. A. Aloi, 4» edi- 
zione, di pag. xvi-361, con 45 incisioni 8 ~ 

Omero, di W. Gladstone, traduzione di R. Palumbo e 
C. PiORiLLi, di pag. xil-196 1 50 

Operaio (Manuale dell'). Raccolta di cognizioni utili ed in- 
dispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, fondi- 
tori di metalli, bronzisti, aggiustatori e meccanici di G, 
^elluomini, 5» ediz. aumentata, di pag. xvi-262 ... 2 — 



\ 



W 



ELENCO DEI MANUALI HOEPLI 45 

L. e. 
Operazioni doganali — ^edi Codice doganale — Trasporti e tariffe. 
Oratoria — vedi Arte del dire — Rettorica — Stilistica. 

Ordinamento degli Stati liberi d'Europa, del Dott. F. Ka- 

CIOPPI, di pap. Viil-810 . i 8 — 

Ordinamento degli Stati liberi fuori d'Europa, dei Dott. 
P. Racioppi, di pag. vni-376 3 — 

Ordinamento giudiziario — vedi Leggi sul!'. 

Orelicleria — vedi Gioielleria — Leghe metalliche — Metalli pre- 
ziosi — Saggiatore. 

Organoterapia, di E. Rebuschini, pag. yiii-432 . . . . 3 50 

Oriente antico — vedi Storia antica. 

Ornatista (Manuale dell'), deirArch. A. Melani. Eaccolta 
di iniziali miniate e incise, d'inqnadrature di pagina, di 
fregi e finalinì, esistenti in opere antiche di biblioteche, 
musei e collezioni private. XXIV tavole in colori per mi- 
niatori, oalligrafl, pittori di insegne, ricamatori, incisori, 
disegnatori di caratteri, ecc., I* serie, in-8 4 50 

Orologeria moderna, deii'ing. Garuffa, di pag. viii-302, 

con 276 incisioni . ' 5 — 

— vedi anche Gnomonica. 

Orologi artistici — vedi Amatore di oggetti d'arte. 

Orologi solari — vedi Gnomonica. 

Orticoltura dei Prof. D. Tamaro, 2» edizione rifatta, di 
pagine XVl-576, con 110 incisioni 4 50 

Ortocromatìsmo — vedi Fotografia. 

Ortofrenia (Manuale di), per l'educazione dei fanciulli fre- 
nastenici deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.), del 
Prof. P. Parise, di pag. xii-231 . . 2 — 

Ortotteri — vedi Imenotteri ecc. 

Ossidazione — vedi Metallocromia. 

Ostricoltura e mitilicoltura, dei Dott. D. Carazzi, con 

18 fototipie, di pag. Vin-202 2 50 

Ottica, di E. Gelcich, pag. xvi-576, con 216 incis. e 1 tav. 6 — 
Ottone — vedi Leghe metaUiche. 

Paga giornaliera (Prontuario della), da cinquanta cente- 
simi a lire cinque, di e. Negrin, di pag. 222. ... 2 50 
Paleoetnologia, del Prof. J. Regazzoni, di pag. xi-252, 

con 10 incisioni 1 50 

Paleografia, di E. M. Thompson, traduzione dall'inglese, 

con aggiunte e note del Prof. G. Fumagalli, 2* edizione 

rifatta, di pag. xn-178, con 30 ine. e 6 tav, 2 — 

Paleontologia (Compendio di), del Prof. P. Vinassa De 

Regny, di pag. xvi-512, con 356 figure intercalate . . 5 50 
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L.C. 

Panificazione razionale, di Pompilio, pag. iv-i26 . . . 2 — 

Parafulmini — vedi Elettricità — Fulmini. 

Patate di gran reddito (Coltivazione delle) e loro pratica 

utilità. Fabbricazione della fecola. Fecole dell'amido di 

mais, di grano e di riso, di N. ÀDUCCi. (In lavoro). 

Pazzia — vedi Psichiatra — Grafologia. 

Pediatria — vedi Nutrizione del bambino — Ortopedia — Terapia 
malattie infanzia. 

Pellagra (La), storia, eziologia, patogenesi, profilassi, di G. 
Antonini, di pag. vin-166 con 2 tav 2 — 

Pelle — vedi Igiene della. 

Pelli — vedi Concia delle pelli. 

Peneioni — vedi Società di mutno soccorso. 

Pepe — Prodotti agrìcoli. 

Perfosfati — vedi Fosfati — Concimi — Chimica agraria. 

Perito — vedi Codice nel perito misuratore — Ingegneria legale. 

Pesci — vedi Ittiologia — Ostricoltura — Piscicoltura. 

Pesi e misure — vedi Metrologia — Misure e pesi inglesi — Mo- 
nete — Strumenti metrici — Tecnologia monetaria. 

Peso dei metalli, ferri quadrati,rettangolari, cilindrici, 
a squadra, a U, a Y, a Z, a T e a doppio T, e delle 
lamiere e tubi di tutti i metalli, di G. Belluomini, 

di pag. xxiv-248 8 60 

Pianeti — vedi Astron. — Cosmogr. — Gravit. — Spettroscopio. 
Pianista (Mannaie del), di L. Mastrigli, pag. xvi-112 . 2 — 
Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nel cortili. 
Coltura e descrizione delle principali specie di varietà, di 
A. Pucci, 2» edizione, pag. vni-214, con 117 Incisioni . 2 50 
Piante industriali, coltivazione, raccolta, preparazione, di 

G. GORINI, nuova edizione, di pag. II-144 2 — 

Piante tessili (Coltivazione ed Industrie delle), propriamente 
dette e di quelle che danno materia per legacci, lavori 
d'intreccio, sparteria, spazzole, scope, carta, ecc., coU'ag- 
giunta di un dizionario delle piante ed industrie tessili, 
di oltre 8000 voci, 4el Prof. M. A. Savorgnan D'Osoppo, 
di pag. xii,-476, con 72 incisioni 5 — 

Piccole Industrie — vedi Industrie. 
Pietre artificiali — vedi Imitazioni. 

Pietre preziose, classificazione, valore, arte del gioielliere, 
di G. GORiNi, 2» edizione, di pag. 188, con 12 incisioni. 2 — 

Pirotecnia moderna, di F. Di Maio, ih ine, p. vin-i50. 2 50 

Piscicoltura (d'acqua dolce), del Dott. E. Bettoni, di pa- 
gine viii-318, con 85 incisioni 3 — 

Pittura ad olio, acquarello e miniatura (Manuale per di- 
lettante di), paesaggio, figura e fiori, di G. Ronchetti, 
pag. XVI-230, 29 incis. e 24 Tav. in zincot. e cromolit. . 8 50 

Pittura italiana antica e moderna, dell' Arch. A. Melani, 
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2* edizione completamente rifatta, di pag. xxx-480 con 

28 incisioni intercalate e 187 tavole 7 50 

Plastica — vedi ImitazionL 

Pollicoltura, dei March. G. Trevisani, 4* edizione, di pa- 
gine xvi-216, con 82 incisioni 2 50 

Polveri piriche — vedi Esplodenti — Pirotecnia. 

Pomologia, descrizione delle migliori varietà di Albicocchi, 
Ciliegi, Meli, Peri, Peschi, del Dott. G. MOLON, con 86 
incisioni e 12 tavole colorate, di pag. xxxn-717 . . . 8 50 

Pomologia artificiale, secondo il sistema Garnier-Valletti, 
del Prof. M. Del Lupo, pag. vi-182, e 34 incisioni . . 2 — 

Poponi — vedi Fratta minori. 

Porceiiane — vedi Maioliche — Ricettario domestico. 

Porco (Allevamento del) - vedi Maiale. 

Porti di mare, (I) dell' Ing. Bastiani Florio. (In lavoro). 

Posologia — vedi Impiego ipodermico. 

Posta. Manuale Postale di A. Palombi. Notizie storiche 
snlle Poste d'Italia, organizzazione, legislazione, posta 
militare, unione postale universale, con una appendice 
contenente le norme relative ad alcuni servizi accessori 
della posta, di pag. xxx-309 3 — 

Prato (lì\ del Prof. G. CANTONI, di pag. 146, con 18 ine. 2 — 

Prealpi bergamaSClie (Guida-itinerario alle), compresa la 
Valsassina ed i Passi alla Valtellina ed alla Valcamonica, 
colla prefazione di A. Stoppani, e cenni geologici di A. 
Taramelli, 3» edizione rifatta per cura della Sezione 
di Bergamo del C. A. I., con 15 tavole, due carte topo- 
grafiche, ed una carta e profilo geologico. Un volume di 
pag. 290 e un voi. colle carte topografiche in busta . . 6 50 

Pregiudizi — vedi Errori e pregiudizi. 

Previdenza — vedi Assicuraz. — Cooperaz. — Società di M. 8. 

Privative industriali — vedi Leggi sulle — Ingegneria legale. 

Problemi di Geometria elementare, deii'ing. i. Ghersi, 

(Metodi facili per risolverli), con circa 200 problemi ri- 
solti, e 119 incisioni, di pag. xn-160 , 1 50 

Prooedura civile e procedura penale — vedi Codice. 

Procedura privilegiata fiscale per la riscossione delle imposte di- 
rette — vedi Esattore. 

Processi fotomeccanici (I moderni). Fotocollografia, fototi- 
pografia, fotocalcografia, fotomodellatura, tricromia, del 
Prof. R. Namias, p. vin-816, 53 fig., 41 illustr. e 9 tav. 3 50 

Prodotti agrìcoli del Tropico (Manuale pratico dei pian- 
tatore), del Cav. A. Gaslini. (Il caflfé, la canna da zuc- 
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chero, il pepe, il tabacco, il cacao, il tè, il dattero, il co- 
tone, il cocco, la coca, il banìano, l'aloè, l'indaco, il ta- 
marindo, l'ananas, l'albero del chinino, la jata, il baobab, 
il papaia, l'albera del caontchoac, la guttaperca, l'arancio, 
le perle). Di pag. xvi-270 2 — 

Produzione e commercio del vino In Italia, di s. Mon- 

Dmi, di pag. vli-303 . 2 50 

Profìimìere (Manuale del), di A. Bossi, con 700 ricette pra- 
tiche, di pag. iv-476 e 58 incisioni 5 — 

— vedi anche Ricettano domest — Ricettario industr. — Saponi. 

Proiezioni (Le). Materiali, Accessori, Vedute a movimento. 
Positive àul vetro. Proiezioni speciali policrome, stereo- 
scopiche, panoramiche, didattiche, ecc., del Dott. L. Sassi 
di pag. xvi-447, con 141 incisioni . . 5 -- 

Proiezioni ortogonali — vedi Disegno. 

Prontuario di geografia e statistica, del Prof. g. Ga- 

ROLLO, pag. 62 1 — 

Prontuario per le paghe — vedi Paghe — Conti fatti. 
Proprietà letteraria, artistica e industriale — vedi Leggi. 
Proprietario di case e di opifici. Imposta sui fabbricati, 

dell'Avv. G. Giordani, di pag. xx-264 1 50 

Prosodia — vedi Metrica dei greci e dei romani - Ritmica. 
Prospettiva (Manuale di), dell'Ing. L. Claudi, di pagine 
64, con 28 tavole, 2 — 

Protezione degli animali (La), di Niqro Licò, p. yni-200 2 — 
Protistologia, di L. Maggi, 2» ed., p. xvi-278, 93 incis. . . 3 — 
Prototipi (I) intemazionali del metro e del kilogramma ed il co- 
dice metrico internazionale — vedi Metrologia. 
Proverbi in 4 lingue — vedi Dottrina popolare. 
Proverbi (516) sul cavallo, raccolti od annotati dal Colon- 
nello Volpini, di pag. xix-172 2 60 

Psiclliatra. Confini, cause e fenomeni della pazzia. Con- 
cetto, classificazione, forme cliniche o diagnosi delle ma- 
terie mentali. Il manicomio, di J. Pinzi, pag. vin-225 . 2 50 
Psicologia, del Prof. C. Cantoni, pag. viii-168, 2» ediz. . 1 50 
Psicologia fisiologica, del Dott. G. Mantovani, pag. vin- 

165, con 16 incisioni 1 50 

Pugilato e lotta per la difesa personale, Box inglese e 
francese, di a. Cougnet, pag. xxiv-i98, 104 incis. . 2 60 

Radiografia — vedi Fototerapia. — Raggi Rontgen. 
Ragioneria, del Prof. V. Gitti, 8» edizione riveduta, di 
pag. vni-187, con 2 tavole 1 50 
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Ragioneria delle cooperative di consumo (Manuale di), 
del Rag. G. Rota, di pag. xv-408 8 — 

Ragioneria industriale, dei Prof. Rag. Oreste Bergama- 
schi, di pag. vil-280 e molti moduli 8 — 

Ragioniere (Prontuario del). (Manuale di calcolazioni mer- 
cantili e bancarie), di E. Gagliardi, pag. xn-603 . . 6 50 

Ramatura — vedi Galvanostegia. 

Rebus — vedi Enimmistica. 

Reclami ferroviari! — vedi Trasporti e tariffe. 

Registro e Bollo — vedi Leggi sulle tasse di. 

Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle operazioni 

topografiche, dell'Ing. G. Pozzi, di pag. xv-288, con 182 
incisioni e 1 tavola , .... 2 50 

Religioni e lingue dell'india inglese, di R. Cust, tradotto 

dal Prof. A. De Gubernatis, di pag. rv-124 . . . . 1 50 
Resistenza dei materiali e stabilità delle costruzfoni, di 

P. Gallizia, pag. x-386, con 236 ine. e 2 tavole. . . 5 50 
Responsabilità — vedi Ingegneria legale. 
Rettili — vedi Zoologia. 

Rettorica, ad uso delle Scuole, di F. Capello, p. vi-122. 1 50 
Ribes — vedi Fratta minori. 
Rioami — vedi Biancheria — Macchine da cucire — Monogrammi 

— Piccole industrie — Ricettario domestico — Trine. 

Rlccliezza mobile, deii'Aw. e. bruni, pag. vin-2i8 . . i 50 

Ricettario domestico, deiring. I. Ghersi. Adornamento 
della casa. Arti del disegno. Giardinaggio. Conservazione di 
animali, frutti, ortaggi, piante. Animali domestici e nocivi. 
Bevande. Sostanze alimentari. Combustibili e illuminazione. 
Detersione e lavatura. Smacchiatura. Vestiario. Profumeria 
e toeletta. Igiene e medicina. Mastici e plastica. Colle e 
gomme. Vernici ed encaustici. Metalli. Vetrerie, di pag. 550 
con 2840 consigli pratici e ricette accuratamente scelte. . 5 50 

Ricettario industriale, deiring. I. Ghersi. Procedimenti 
utili nelle arti, industrie e mestieri, caratteri; saggio e con- 
servazione delle sostanze naturali ed artificiali d'uso comu- 
ne; colori, vernici, màstici, colle, inchiostri, gomma ela- 
stica, materie tessili, carta, legno, fiammiferi, fuochi d'arti- 
ficio, vetro ; metalli, bronzatura, nichelatura, argentatura, 
doratura, galvanoplastica, incisione, tempera, leghe ; filtra- 
zione; materiali impermeabili, incombustibili, artificiali; ca- 
scami, olii, saponi, profumeria, tintorìa, smacchiatura, im- 
bianchimento; agricoltura, elettricità; 2» edizione rifatta e 
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aumentata, di pag. yil-704, con 27 ine. e 2886 ricette . . 6 50 

Ricettario fotografico. Terza edizione riveduta e notevol- 
mente ampliata di nuove formole e procedimenti, del Dott. ^ 
L. Sassi, di pag. xxiv-229 2 — 

Rilievi — vedi Cartografia — Compens. errori — Telemetria. 

Risorgimento italiano (Storia del) 1814-1870, con l'ag- 
giunta di un sommario degli eventi posteriori, del Prof. 
F. Bertolini, 2* ediz,, di pag. vin-208 1 50 

Rlstauratore dei dipinti, del Conte a. Secco-Suardo, 2 

volumi, di pag. xvi-269, xn-362, con 47 incisioni. . .6 — 

Ritmica e metrica razionale italiana, dei Prof. Rocco 
Murari, di pag. xvi-216. . . • 1 50 

Rivoluzione francese (Lia) (1789-1799), del Prof. Dott. Gian 
Paolo Solerio, di pag. iv-176 1 50 

Roma antica — vedi Mitologia — Monete — Topografia. 

Rontgen (l raggi di) e le loro pratiche applicazioni, di 

Italo Tonta, pag. vin-l60, con 65 incis e 14 tavole . 2 50 

Rhum — vedi Liquorista. 

Saggiatore (Manuale del), di F. BUTTARI, di pag. yui-245, 
con 28 incisioni 2 50 

Sale (II) e le Saline, di A. De Gasparis. (Processi indu- 
striali, usi del sale, prodotti chimici, industria manifat- 
turiera, industria agraria, il sale nell'economia pubblica 
e nella legislazione), di pag. yiii-858, con 24 incisioni . 8 50 

Salumiere — vedi Majale. 
Sanatori I — vedi Tisici e sanatori!. 

Sanità e sicurezza pubblica. - Vedi Leggi sulla. 

Sanscrito (Avviamento allo studio del), del Prof. P. G. Pumi, 
2» edizione rifatta, di pag. xn-254 8 — 

Saponi (L'industria saponiera), con alcuni cenni sull'indu- 
stria della soda e della potassa. Materia prima e fabbri- 
cazione in generale. Guida pratica dell'Ing. E. Marazza, 
di pag. vii-410, con 111 figure e molte tabelle .... 6 — 

Sarta da donna — vedi Abiti — Biancheria. •• 

Scacchi (Manuale del giuochi degli), di A. Seghieri, 2* 
ediz. ampliato da E, Orsini, con una appendice alla se- 
zione delle partite giuocate e una nuova raccolta di 52 
problemi di autori ital., di pag. vi-310, con 191 incis. . 3 — 

Scaldamento e ventilazione degli ambienti abitati, di R. 
Ferrini, 2» odiz;, di pag. viii-300, con 98 incisioni. . . 8 — 

Scenografìa (La). Cenni storici dall'evo classico ai nostri 
giorni, di G. Ferrari, di pag. xxiv-827, con 16 inci- 
sioni nel testo, 160 tavole e 5 tricromie 12 — 



ELENCO DEI MANUALI HOEPLI 51 

-_ 

Scherma italiana di j. gelli, 2'' edu., di pagine yi-25i, 

con 108 figure 2 50 

Scfaratfe — vedi Enimmistica. 

Scienza delle finanze, di T. Carnevali, pag. iv-l40 . . l 50 

Scritture d'affari (Precetti ed esempi di), per uso delle 
Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Prof. D. Maf- 
FIOLI, 2» ediz., di pag. Vin-203 1 50 

Sconti — vedi Ihteresse e sconto. 

Scoperte geografiche — vedi Cronologia. 

Scultura italiana antica e moderna (Mannaie di), dell'Arch. 
A. Melani, 2» edizione rifatta con 24 incisioni nel testo' 
e 100 tavole, di pag. xvii-248 5 — 

Seuole industriali — vedi Industrie (Piccole). 

Segretario comunale — vedi Esattore. 

Selvicoltura, di a. Santilli, di pag. viii-220, e 46 ine. . 2 — 

Semeiotica. Breve compendio dei metodi fisici di esame 
degli infermi, di U. Gabbi, di pag. xvi-216, con 11 ine. 2 50 

Serleoitura — vedi Bachi da seta — Pilatura — Gelsicultura — 
Industria della seta — Tintura della seta. 

Servitù — vedi Ingegneria legale. 

Sliakespeare, di Do'vvden, trad. di A. Balzani, p. xu-242 1 50 

Seta (Industria della), del Prof. L. Gabba, 2» ed., p. iv-208 2 — 

Seta artificiale ~ vedi Imitazioni. 

Sicurezza pubblica — vedi Leggi di sanità. 

Siderurgia (Manuale di), deiring. V. Zoppetti, pubblicato 
e completato per cura dell'Ing. E. Garuffa, di pag. IV- 
868, con 220 incisioni 5 50 

Sieroterapia, dei Dott. e. Rebuschini, di pag. viii-424 . 3 — 

Sigle epigraficlie — vedi Dizionario di abbreviature. 
Sintassi francese, del Prof. d. Rodari (In lavoro). 
Sismologia, del Capitano L. Gatta, di pag. vin-175, con 

16 incisioni e 1 carta 1 50 

Smacchiature — v»di Ricettario domestico. 

Smalti — vedi Amatore d'oggetti d' arte — Potosmaltografia — 

Ricettario industr. 

Soccorsi d'urgenza, del Dott. e. Galliano, 4" edizione 

' riveduta ed ampliata, di pag. XLVi-352, con 6 tav. litogr. 3 — 

Socialismo, di g. Biraghi, di pag. xv-285 8 — 

Società di mutuo soccorso. Norme per l'assicurazione delle 

pensioni e dei susssidi per malattia e per morte, del Dott. 

Q. Gabdenghi, di pag. vi-152 1 50 

Società industriali italiane per azioni, del Dott. f. Pic- 

CINELLI, di pag. XXXVl-584 f 



52 ELENCO DEI MANUALI HOEPLI 

L. e. 

Sociologia generale (Elementi di), dei Dott. Emilio Mor- 
selli, di pag. xn-172.' 1 50 

Sordomuto (il) e la sua istruzione. Mannaie per gli al- 
lievi e le allieve delle R. Scuole normali, maestri e ge- 
nitori, del Prof. P. FORNARI, di pag. vin-232, eoe 13 ine. 2 — 

— vedi anche Ortofrenia. 

Sostanze alimentari. — vedi Conservazione delle. 

Specclii (La fabbricazione degli) e la decorazione del vetro 

e cristallo, del Professor B. Namias, di pagine xiM56, 

con 14 incisioni 2 — 

Spettrofotometria (Mannaie di), di G. Gallebani. (In 
lavoro). 

Spettroscopio (Lo) e le sue applicazioni, di R. A. Pbo- 

CTOE, traduzione con note ed aggiunte di P. PORRO, di 
pag. vi-179, con 71 incis. e una carta di spettri . , . . 1 50 
Spiritismo, di A. Pappalardo, Seconda edizione, con 9 
tavole, di pag, xvi-216 2 — 

— vedi anche Magnetismo — Telepatia. 

Spirito di vino — vedi Alcool — Cognac — Bistìllaz. — Liquorista. 
stagno (Vasellame di) — vedi Amatore di oggetti d'arte e di cu- 
riosità — Leghe metaUiche. 
statica — vedi Metrologia — Strumenti metrici. 
Statistica, del Pr. P. VlRGILii, 3* ed., rifatta pag. xix-225 1 50 

Stearineria (L'industria stearica). Manuale pratico dell'Ing. 
E. Marazza, di pagine xi-284, con 70 incisioni e molte 
tabelle 5 — 

Stelie — vedi Astronomia — Cosmografia — Gravitazione — 
Spettroscopio. 

stemmi — vedi Araldica — Numismatica — Vocabol. araldico. 

Stenografia, di G. Giorgetti, (secondo il sistema Gabel- 
sberger-Noe), 2» ediz., di pag. lv-241 3 — 

Stenografia (Guida per lo studio della) sistema Gabelsber- 
ger-Noe, compilata in 35 lezioni da A. Nicoletti, 3» ed. 
riveduta, di pag. VIII-160 1 50 

Stenografia. Esercizi graduali di lettura e di scrittura ste- 
nografica (sistema Gabelsberger-Noe), con 3 novelle del 
Prof. A. Nicoletti, 2» ediz., di pag. viii-160 . . . . 1 50 

— vedi anche Dizionario stenografico. 

Stenografo pratico (Lo) di L. Cristofoli, di pag. xii-131 l 50 
Stereometria applicata allo sviluppo dei solidi e alla loro 
costruzione in carta, del Prof. a. Rivelli, di pag. 90, 

con 92 Incisioni e 41 tavole , 2 — 
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Stilistica, del Prof. F. Capello, di pag. xn-164. . . . 1 50 
Stimatore d'arte — vedi Amatore di oggetti d'arte e di curiosità 

— Amatore di maioliche e porcellane — Armi antiche. 
Storia antica. Voi. I. L'Oriente Antico, del Prof. 1. Gen- 
tile, di pag. xn-282 1 50 

Voi. IL La Grecia, di G. TONIAZZO, pag. IV-216 . . 1 50 

Storia deli' Arte, del Dott. G. Carotti. <ln lavoro). 
storia dell'arte militare antica e ftioderna, del Gap. v. 

Rossetto, con 17 tav. illustr., di pag. vni-504. . . . 5 50 
— vedi anche Armi antiche. 

Storia e cronologia medioevaie e moderna, in ce tavole 
sinottiche, del Prof. V. Casagrandi, 8» edizione, con 
nuove correzioni ed aggiunte, di pag. vin-254 . . , . 1 50 

Storia della ginnastica. — Vedi Ginnastica. 

storia d'Italia (Breve), di P. Orsi, 2» ed. rived., p. xn-276 . 1 50 

storia di Francia, dai tempi più remoti ai giorni nostri, 
di G. Bragagnolo, di pag. xvi-424, con tabelle crono- 
logiche e genealogiche 3 — 

Storia ital. iMan. di), di C. Cantù, pag. iv-160 (esaurita). 

Storia d'Ingllilterra dai tempi più remoti ai giorni nostri, 
del Prof. G. Bragagnolo, di pag. xvi-867 3 — 

Storia della musica, dei Dott. Untersteiner, 2* edizione 
ampliata, di pag. xil-880 3 — 

Strumentazione, per E. Prout versione italiana con note 
di V. Ricci, 2» ediz. rived., di p. xvi-214, 95 incis. . . . 2 50 

Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, del Duca 

di Caffarelli, di pag. x-285 2 50 

Strumenti metrici (Principi di statica e loro applicazione 
alla teoria e costruzione degli), dell'Ing. E. Bagnoli, di 
pag. vin-252, con 192 incisioni 3 50 

stufe — vedi Scaldamento. 

Suono — vedi Luce e snono. 

Succedanei ~ vedi Ricettario industriale — Imitazioni. 

Sughero — vedi Imitazioni e succedanei. 

Surrogati — vedi Ricettario industriale — Imitazioni. 

Sussidi — vedi Società di mutuo soccorso. 

Tabacco, del Prof. G. Cantoni, di pag. iv-176, con 6 ine. 2 — 

Tabacclìiere artistiche — vedi Amatore di oggetti d'arte. 

Tacheometria — vedi Celerìmensura — Telemetria — Topografia 

— Triangolazioni. 

Tamarindo — vedi Prodotti agricoli. 

Tappezzerie — vedi Amatore dì oggetti d'arte e di curiosità. 

Tariffe ferroviarie — vedi Codice dog. — Trasporti e tariffe. 
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Tartufi (I) ed i funghi, loro natura, storia, coltura, conser- 
vazione e cucinatura, di Folco Bruni, di pag. viii-184 2 — 

Tasse di registro, belio, ecc. — vedi Codice di bollo — Esattore 
— Imposte — Leggi Tasse Reg. e Bollo — Notalo — Ricch. mot). 

Tassidermista — vedi Imbalsamatale — Naturalista viaggiatore. 

Tè — vedi Prodotti agricoli. 

Teatro — vedi Letteratura drammatica — Codice del teatro. 

Tecnica microscopica — vedi Anatomia microscopica. 

Tavole d'alligazione per l'oro e per l'argento con nume- 
rosi es. pratici per il loro uso, F. BUTTARI, p. xiI-220. 2 50 
Tavole logaritmiche — vedi Logaritmi. 

Tavole schematiche della Divina Commedia di Dante Ali- 
ghieri, di L. Polacco, seguite da sei tavole topogr. in 
cromolit. disegn. dal Maestro G. Agnelli, pag. x-152 . 3 — 

Tecnica protistoiogica, del Prof. L. Maggi, pag. xvi-sis 8 — 

Tecnologia — vedi Dizionario tecnico. 

Tecnologia meccanica — vedi Modellatore meccanico. 

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. sacchetti, 

di pag. xvi-191 2 — 

Telefono, di d. v. Piccoli, di p. iv-i20, con 88 incis., L. 2. 

(Esaurito, è in lav. la 2» ediz. complet. rifatta da G. Motta). 
Telegrafia, del Prof. E. Ferrini, 2» edizione corretta ed 

accresciuta, di pag. vin-315, con 104 incisioni . . . .2 — 

Telegrafia senza fili. (In lavoro). 

Telemetria, misura delle distanze in guerra, del Gap. G. 

Bertelli, di pag. xin-145, con 12 zincotlpie . . . . 2 — 
Telepatia (Trasmissione del pensiero), di A. Pappalardo, 

di pag. xvi-329 2 60 

— vedi anche Magnetismo — Ipnotismo — Spiritismo. 
Tempera e cementazione, dell'ingegner Fadda, di pagine 

Vin-108, con 20 incisioni 2 — 

Teoria dei numeri (Primi elementi della), per il Prof. U. 

SCARPis, di pag. Vin-152 1 50 

Teoria delle ombre, con un cenno sul Chiaroscuro e sul 

colore dei corpi, del Prof. E. BONCI, di pag. vni-164, con 

36 tavole e 62 figure , . . . 2 — 

Terapia delle malattie dell'infanzia, del Dptt. G. Catta- 
neo, di pag. xn-506 4 — 

Termodinamica, Prof. g. Cattaneo, pag. x-l96, 4 flg. .1 50 

Terremoti — vedi Sismologia — Vulcanismo. 
Terreni — vedi Chimica agraria — Concimi — Humus. 
Tessitore (Manuale del), del Prof. P. Pinchetti, 2» ediz. 
riveduta, di pag. xvi-312, con illustrazioni 8 50 
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Tessuti di lana e di cotone (Analisi e fabbricazione dei), 

di 0. Giudici. (In lavoro). 

Testamenti (Manuali dei), per cura del Dott. G. Sbrina, 
di pag. VI-238 2 50 

Tigre-italiano (Manuale), con due dizionarietti italiano-tigre 
e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa degli idiomi 
parlati in Eritrea, del Gap. M. Camperio, di pag. 180 . 2 50 

Tintore (Manuale del), di E. Lepetit, 3» edizione, di pa- 
gine x-279, con 14 incisioni 4 — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pascal, 

di pag. XVI-432 5 — 

Tipografia (Voi. I). Guida per chi stampa e fa stampare. - 

Compositori, Correttori, Revisori, Autori ed Editori, di S. 

Landi, di pag. 280 2 50 

Tipografia (Voi. II). Lezioni di composizione ad uso degli 

allievi e di quanti fanno stampare, di 8. Landi, di p. vni- 

271, corredato di figure e di modelli. ....... 2 50 

— vedi anche Vocabolario tipografico. 

Tisici e i Sanatori! (La cura razionale dei), del Dott. A. 
ZUBIANI, prefaz. del Prof. B. Silva, p. XLl-240, 4 incis. 2 — 

Titoli di rendita — vedi Debito pubblico ~ Valori pubblici. 

Topografia e rilievi — vedi Cartografia — Catasto — Celerinien- 
sura — Compensazione errori — Curve — Disegno topografico 
— Estimo terreni — Estimo rurale — Fotogrammetria — Geo- 
metrìa pratica — Prospettiva — Regolo calcolatore — Tele- 
metria — Triangolazioni. 

Topografia di Roma antica, di L. Borsari, di pag. viii- 

486, con 7 tavole . . . . , 4 50 

Tornitore meccanico (Guida pratica dei), ovvero sistema 
unico per calcoli in generale sulla costruzione di viti e 
ruote dentate, arricchita di oltre 100 problemi risolti, di 

S. Dinaro, 2» edizione, di pag. xii-175 2 — 

Traduttore tedesco (Ti), compendio delie principali diffi- 
coltà grammaticali della Lingua Tedesca, del Prof. R. 
MlNUTTI, di pag. XVl-224 1 50 

Trasporti, tariffe, reclami ferroviarr ed operazioni do- 

ganaii. Manuale pratico ad uso dei commercianti e pri- 
vati, eolle norme per l'interpretazione delle tariffe vigenti, 
di A. Bianchi 2» edizione rifatta, di pagine xvi-208. . 2 — 
Travi metallici composti — Vedi Momenti resistenti. 

Triangolazioni topograficlie e triangolazioni catastali, 

deiring. 0. Jacoangeli. Modo di fondarle sulla rete geo- 
detica, di rilevarle e calcolarle, di pag. xlv-340, con 82 
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incisioni, 4 quadri degli elementi geodetici, 32 modelli 

pei calcoli trigonometrici e tavole ausiliarie 7 50 

Trigonometria — vedi Celerimensura — Esercizi Geometrìa me- 
trica — Geometria metrica — Logaritmi- 
Trigonometria delia sfera — vedi Geometria e trigonom. della. 

Trine (Le) a fuselli in Italia. Loro origine discussione, 
confronti, cenni bibliografici, analisi, divisione, istruzioni 
tecnico-pratiche con 200 illustrazioni intercalate nel testo 
di Giacinta Komanelli-Marone, di pag. viii-331 . . 4 50 

Tubercoiosi — vedi Tisici. 

Uccelli canori (I nostri migliori); loro caratteri e costumi. 
Modo di abituarli e conservarli in schiavitù. Cura delle 
loro infermità. Maniera per ottenere la riproduzione del 
Canarino, di L. Untersteiner, di pag. xii-175 . . . 2 — 

Ufficiale (Manuale per 1') del Regio Esercito italiano, di U. 
MORINI, di pag. XX-388 3 50 

Unità assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresentazione. 
Problemi dell'Ing. G. Bertolini, pag. x-124 2 50 

Usciere — vedi Conciliatore. 

Uva spina — vedi Frutta minori. 

Uve da tavola. Varietà, coltivazione e commercio, del Dott. 
D. Tamaro, 3» edizione, di pag. xvi-278, con tavole co- 
lorate, 7 fototipie e 57 incisioni 4 — 

Vaiii iombarde — vedi Dizionario alpino — Prealpi Bergamasche. 

Valori pubblici (Manuale per l'apprezzamento dei), e per le 
operazioni di Borsa, del D. F. PicciNELLi, 2» edizione 
rifatta e accresciuta, di pag. xxiV-902 7 60 

Valutazioni — vedi Prontuario del ragioniere. 

Vasellame antico — vedi Amatore di oggetti d'arte e curiosità. 

Veleni ed avvelenamenti, dei Dott. e. Ferraris, di pag. 

xvi-208, con 20 incisioni 2 50 

Velocipedi — vedi Ciclista. 

Ventagli artistici — vedi Amatore di oggetti d'arte e di curiosità. 

Ventilazione — vedi Scaldamento. 

Verbi greci anomali (l), del Prof. P. Spagnotti, secondo 

le Grammatiche di Curtius e Inama, pag. xxiv-107 . 1 50 
Verbi latini di forma particolare nel perfetto e nei su- 

pinO; di A. F. Pav ANELLO, con indice alfabetico di dette 

forme, di pag. vi-215 1 50 

Vermoutli — vedi Liquorista. 

Vernici, lacche, mastici, inchiostri da stampa, ceralac- 
che e prodotti affini (Fabbricazione delle), dell'Ing. UGO 
FORNARI. di pag. vni-262 2 ~ 

Vetri artistici — vedi Amatore oggetti d'arte — Specchi — Foto- 
-•altografla. 
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Vetro (Industria del), dell' ing. losEPH D'Angelo. In lav.). 
Vini bianchi da pasto e Vini mezzo coiore (Guida pratica 

per la fabbricazione, l'affinamento e la conservazione dei), 

di G. A. Prato, di pag. xn-276, con 40 ine 2 — 

Vino (II), di G. Grassi-Soncini, di pag. xvi-152. . . . 2 — 
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II. Commercio, importanza economica e legislazione 

doganale, di L. PONTANA-Russo, di pag. xn-244 . 2 50 
III. Fabbricazione dello zucchero di barbabietola del- 
l'Ing. A. Taccani, di pag. XII-228, con 71 incis . . 3 5^^ 
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